Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. Préba feladatsor 2016. aprilis 26.

1.) Igaz-hamis kérdések: Melyik allitas igaz, melyik nem? (Itt indokoloni nem kell.)

a.) Ha A € R3S & B € R%*3 tetszbleges matrixok, akkor az AB matrix mindig
szingularis.

b.) Ha egy 4 x 4-es métrix minden elemét beszorozzuk 4-gyel, akkor determindnsa a
16-szorosa lesz a beszorzas el6ttinek.

c.) A valés polinomok P vektorterében x2 a p(z) := 22 —4x + 3, q(v) := v+ 2 és az
r(x) := 222 + 1 polinomok linedris kombinaciéjaként 4ll eld.

d.) Tegyiik fel, hogy A nemszinguldris, egész elemli métrix, amelynek az inverzére is
teljesiil, hogy A~! elemei egész szamok. Ekkor a determindnsokra fennall |AT| = |A~1]!

2.) Tekintsiik a Py = {Z?:O cjz? 1 ¢j € R} (legfeljebb negyedfoki polinomok) vektor-
terét, és ebben a T' : Py — Py p(x) — p(z) + p(—x) leképezést! Hatdrozza meg a leképezés
Ker T magterének dimenzidjat!

1 0 -1
3.) Legyen B= |0 2 0| ! Adjon meg egy olyan @ ortogondlis és D diagonalis
-1 0 1

matrixot, amelyre B = Q7 DQ! Hatérozza meg a B°C matrixot!

0 1 0 O 1 0 1

2 0 3 -1|, 12 1 0
4.) Legyenek A = 0o 1 0 1|9 B = 5 o 3l

-1 2 -1 0 1 -2 1

a) Szamitsa ki az A~! inverz matrixot! b) Oldja meg az AX = B maétrix-egyenletet!

5.) Hol van szakaddsa a 7(x,y) = (x+y) arctan <@> fliggvénynek? Megsziintethetd-e
a szakadas?

6.) Tekintsiik a ¢(z,y) := e* — (z + y)? fiiggvényt! Hatdrozza meg a fiiggvény osszes
érintOsikjat illetve tdmaszegyenesét az (0,1,0) ponton keresztiil!
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1 000
1. a.) HAMIS. (PL. A=1]0 1 0 0 és B = AT esetén AB = I3 nem szingulris. )
0010

o O O

1. b.) HAMIS. (Soronként 4-szeres, 4 x 4-es esetén Osszességében 44 = 256-szoros lesz.)

1. c.) IGAZ. (A Py altér 1,z, 2% bézisdban z2 = (0,0,1), mig p = (3,-4,1),q =
(2,1,0), r = (1,0,2) és ezek linedrisan fiiggetlenek, tehat dim P, = 3 miatt akkor bézis is, igy
generatorrenszert is alkotnak és linedris kombindciéjukként elall 22 = (0,0, 1) is. Masképpen:
az el6allitas 22 = ap(x) + bq(x) + cr(z) (a,b,c) egyiitthatéira egyiitthaté-egyeztetéssel egy

3 -4 1
olyan linedaris egyenletrendszer adédik, amelynek egyiitthaté-méatrixa A = [2 1 0| nem
1 0 2
3 -4 1 3 -4 -5 4 5
szinguldris, hiszen |A] =12 1 0/ # 2 1 —4|= (—1)3“1’ ) _4‘ = 19 # 0, ezért
1 0 2 1 0 0

minden eléirt vektorra — igy a b := (0,0, 1) jobboldalra is — létezik (egyértelmii) megoldas.

1. d.) IGAZ. (Ui. |AT| =|A| és |A71|-|A| = 1, de ha A, A~! is egész elemfi, akkor
mindkét determindns egyuttal egész értékil is, tehat a két egész szdm vagy mindkettd 1, vagy
mindketté —1, azaz mindenképpen egyenliek.)

2.) Tp(z) = Z?:o (cjz? 4+ cj(—x)?) = 2co + 2cox® + 242, a pératlan foku tagok
kiesnek. Tehdt a magtér elemei a paratlan hatvanyok linedris kombinéciéi: Ker T = [z, 23],
és dimKer T' = 2. (Vagy: a képtérben a péros kitevéjii hatvéanyok linedris kombindciéi
vannak, ezt az 1,22, z* bézis fesziti ki, tehdt dimIm T = 3, és a dimenzié-tétel szerint akkor
dimKer T'=5-3=2.)

A—1 0 1
3.) A B matrix karakterisztikus polinomja: | 0  A—2 0 |=(A-2)
1 0 A-1
A\ —2)2 =0, és ebbdl a sajatértékek: A\ =0 és g = A3 = 2.
A célunk a tovabbidkban egy, a B matrixbdl sajatvektoraibdl allo ortonormélt bazis meg-
keresése. (Mivel a B métrix szimmetrikus, ezért tudjuk, hogy van ilyen.)
A )\ = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok a Bv = 0 homogén linearis egyenletrendszer

A—1 1
1 A—1

1 0 -1
megoldésai. Az egylitthatomatrix redukélt 1épcsds alakja [0 1 0 |, amibdl a lényegében
00 O
egyetlen egységnyi norméaji sajéatvektor v = (1/4/2,0,1/v/2).
0 0 0
A B matrix mésodik oszlopa a w := | 1| vektor képe, amibol A |1| =2 | 1| adddik és igy
0 0 0
w egy, a A\ = 2 sajatértékhez tartozé sajatvektor, ami mellesleg megkaphaté a (B —2I)w = 0

homogén linedris egyenletrendszer megoldasaként is.



Mivel tudjuk, hogy szimmetrikus matrix kiilonb6z6 sajatértékeihez tartozéd sajatvektorok
ortogondlisak, igy a harmadik normadlt sajatvektor legegyszertibben vektorialis szorzdssal
1/v2 0 —1/V2
szamolhaté: u=v x w = 0 x 1| = 0

1/v2 0 1/v/2

Ekkor ) az ortonormalt sajatvektorokbdl all6 ortogondlis matrix, D pedig a sajatértékekbél
allé diagondlis matrix (sorrendre tekintettel!).

1/vV2 0 —1/V2
Q= 0 1 0 , D=
1/vV2 0 1/V2

A B mitrix a B = QDQ" sajatfelbontas alapjin szdmolhato:

o O O
o NN O
N OO

B50:QD50QT:
1/vV2 0 —1/v2 0 0 0 1/vV2 0 1/v2
0 1 0 0 2°0 o0 0 1 0 =
1/vV2 0 1/v2 0 0 2% ~1/v/2 0 1/V2
0\ /0\" ~1/V2\ [-1/v2\" 219 o ¥
2011 (1] +2% 0 0 = 0 299 0
0

0 1/v/2 1/v2 -2 o 2%

7T -1 -1 -3 0 5 1
1 0 0 0 1 0 1
- s e 4 ey -1 _ s — A-1p
4.) Gauss-Jordan elimindciéval A 5 I X=A"'B 1 -3 ol
-1 0 1 0 1 0 2
5.) A7(z,y) = (x+y)arctan (Tiy&) fliggvény mindentiitt értelmezett és folytonos, ahol a
nevezd nem nulla: tehat D, = R2\{(z,y) : 23+y% = 0} = R2\{(z,y) : y = —2}. A szakadsi

pontok tehdt az y = —x egyenletii ¢ egyenes pontjai. Legyen most (a,—a) € ¢ tetsz6leges
szakaddasi pont, és tegyiik fel, hogy (z,y) — (a,—a) (de (z,y) ¢ ¢, azaz (z,y) € D;).

Ekkor (z+4vy) — 0, mikézben arctan (ﬁ
fiiggvény minden valés pontban —m /2 és m/2 kozott van. Tehat

) értelmezve van, és korldtos is, mert az arctan

1

lim r +y)arctan | ——~ | =0,
(2,y)—(a,—a), (r,y)GDT( ) (563 + 3/3)

mert 70 - korlatos” tipusti. Ha tehdat az £ egyenesen azonosan 0-nak értelmezziik a fliggvényt,

akkor a kiterjesztés folytonos — azaz a 7 fliggvény szakaddsa megsziintetheto.

6.) A fiiggvény parcidlis derivéltjai folytonosak R2-ben, tehdt (tanult tétel szerint)
a figgvény mindeniitt folytonosan differencialhaté is. Igy van érintésikja, és az a parcialis

0
derivaltak segitségével irhaté fel: a (0, 1,0) pontban az érintdsik egyenlete z = 0—1—8—(0, Dx+
x

0
615(0, )(y—1)=—x—2(y—1) azaz z(x,y) = 2 —x — 2y (vagy mas alakban x + 2y + z = 2).

Mivel van érint6sik, a fliggvénynek legfeljebb is csak egyetlen tamaszsikja lehet, ami eb-
ben az esetben maga az érintdsik: csak azt kell ellendrizziik, hogy a fliggvény garfja mindig



az érint6sik f6lott (ekkor az érintdsik alsé tamaszsik lesz), vagy mindig az érintésik alatt
helyezkedik-e el (ekkor az érintésik fels6 tdmaszsik), avagy hol felette, hol alatta van (és
akkor nem is létezik tdmaszsik).

Ha megszoritjuk a i fliggvényt arra az ¢ egyenesre, amelyik a (0,1) pontbdl az (a,b)
iranyban indul ki, akkor az £ egyenes (at, 1+bt) alakt pontjaiban f(t) := |,(t) = e —(1+(a+
b)t)?, az érintbsik (-re vonatkozé megszoritdsa pedig L(t) = (—z—2(y—1))|¢(t) = —(a+2b)t.
Specidlisan, ha a = 1, b = —1, akkor ¢y(t) = ¢! — 1 > t = L(t) (mert az e’ érintdje alsé
tdmaszegyenes, hiszen e! konvex), és ha a = 0, b = 1, akkor 9(t) = 1 — (1+1)? < —2t = L(t)
(trividlisan). Mivel tehdt a 1 fiiggvény egyes irdnyokban az érint6sik felett, mas irdnyokban
az alatt vesz fel értékeket, a (0,1,0) ponton keresztiil nem létezik tdmaszsik.
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1.) Igaz-hamis kérdések: Melyik &llitds igaz, melyik nem?

a.) Ha A € R é B € R tetszOleges matrixok, akkor az AB métrix mindig
szingularis.

b.) Ha egy 4 x 4-es métrix minden elemét beszorozzuk 4-gyel, akkor determindnsa a

16-szorosa lesz a beszorzas elottinek.

c.) A valés polinomok P vektorterében x2 a p(z) := 22 — 4w + 3, q(x) := z + 2 és az
r(x) := 222 + 1 polinomok linesris kombinéciéjaként 4ll eld.

d.) Tegyiik fel, hogy A nemszinguléris, egész elemii matrix, amelynek az inverzére is

teljesiil, hogy A~! elemei egész szdmok. Ekkor a determindnsokra fenndll |AT| = |A~!]!
; 8 _17 10 -7 2
2.) Legyenek P := 9 _3 9 és@Q:= 10 1 2 —=3]|,éslegyen R:= PQ. Mi a
T 2 1 -1 2

legkisebb abszolutértékii sajatértéke az R matrixnak?

3.)  Tegyiik fel, hogy a dimV = n vektortérben adott az A = {aj,...,a} és a
B = {by,...,by,,} vektorrendszer. Mit mondhatunk a két rendszer #A = k és #B = m
elemszamardl, ha tudjuk, hogy

a) Vj=1,...,mre bj € [A] és B linearisan fliggetlen?

b) [B] = [ ] és B linedrisan fiiggetlen?

¢) B generator-rendszer és A linedrisan fiiggetlen rendszer?

d) B U A linedrisan flggetlen vektorrendszert alkot?

e) A is, B is linedrisan fiiggetlenek és [B] N [A] = (07

f) A is, B is linedrisan fliggetlenek, és van olyan L : V — V linedris transzformécio,
amelyre LA = {0} és Lb; =b; Vj =1,...,m-re?

7 1 =5 -1 5 0 3
-1 0 1 0], 10 =1 0
4.) Legyenek A = 10 1 11% B = 1 1 9
-3 0 2 0 1 -1 -2
a) Szdmitsa ki az A~! inverz matrixot! b) Oldja meg az AX = B métrix-egyenletet!
0 2 0 -1 -1 -1 =2
1 0 1 2 8§ -1 1
A1 _
Mego: A7 =1g 3 0 1|7 |1 2 2
0 -1 1 0O 1 2 2
1 0 -7
2 0 1 . o
5.) Legyen M := 0 -3 0| L linearis transzformécié métrixa a standard
1 -1 0

bazisban. Hatdrozzuk meg az ImL = R(M) képtér R(M)* ortogonalis kiegészité alterének
dimenzigjat!



J
6.) Maximum hény darab linearisan fiiggetlen vektor talalhaté a b; := |cos(mj)
2J
vektorok kozott 7 =0,...,9-re?
7.) Tekintsiik a valds szdmegyenesen analitikus fliggvények A vektorterét! Hatdrozzuk
meg a cosx,cos(z + m/4),sinz, sin(x + w/4) figgvények altal kifeszitett U altér dimenzidjat!
8.) Tekintsiik a Py = {Z?:o ajz? : ¢; € R} (legfeljebb negyedfoki polinomok) vektor-
terét, és ebben az L : Py — Pu, p(x) — p(x) — p(—x) leképezést. Hatarozza meg a leképezés
sajatértékeit és ahhoz tartozd sajatvektorait!

2 0 3 -1 1 -1 2 3
01 0 1|, ., |2 -3 3 1
9.) Legyenek A = 01 0 ol® B = L0 11
-1 2 -1 0 1 0 -1 0
a) Szamitsa ki az A~! inverz métrixot! b) Oldja meg az AX = B maétrix-egyenletet!
-1 -1 7 =3 1 4 ) 3
0 0 1 0 1 0 1 1
. -1 _ —
Mego: A7=17 1 5 2% |0 -4 2 1|
0 1 1 0 3 -3 4 2
10.) Jelolje P2 a legfeljebb méasodfoku polinomok vektorterét és tekintsiik az
1
L: Py = P2, pla) = p(z) - gap(x)

leképezést!

a) Mutassa meg, hogy a L leképezés linedris!
b) Irja fel a leképezés métrixét az {1,z,22} bazisban!
¢) Irja fel a leképezés métrixét az {1,1+ x,1 + z + 22} bazisban!

11.)  Tekintsiik azt a linearis leképezést, amelynek métrixa a standard béazisban az

9 0 -2
A=1]10 3 0 | méatrix!
-2 0 6

a) Mutassa meg, hogy a v = (1,0,2)” vektor sajitvektora az A méatrixnak! Mennyi a hozza
tartozo sajatérték?

b) Hatédrozza meg az A métrix tobbi sajatértékét és a sajatértékekhez tartozé sajatvektorokat!

c) Irja fel A spektralfelbontdsat!

Megoldas.
a)
9 0 -2 2 20 2
Av = 0 3 0 01]= 0 =10 0 | =10v
-2 0 6 -1 —10 -1

fgy v sajatvektor 10 sajatértékkel (és persze minden konstansszorosa is az).



b) Az A métrix mésodik oszlopa az ey = (0, 1,0) vektor képe, igy ez a vektor (és tetszéleges
skalarszorosa) sajatvektor 3 sajatértékkel.

Mivel szimmetrikus matrix kiilonbozo6 sajatértékeihez tartozo sajatvektorok ortogonalisak,

ezért a
0 2 0 1
w=vx |1] = 0 x[1] =10
0 -1 2

9 0 -2 2 ) 1
Aw = 0 3 0 0]l]=101]1=510| =5w
-2 0 6 -1 10 2
alapjan 5.
12.) Hol van szakaddsa a o(x,y) = % fiiggvénynek? Megsziintethet6-e a

szakadas?

log z—logy

13.) Hol van szakadésa a 0(z,y) = figgvénynek? Megsziintethetd-e a szakadds?

shx—shy
/2 2
14.) Hol van szakadésa az w(z,y) = y% fliggvénynek? Megszilintetheté-e a

szakadas?

15.) Tekintsik a vy(z,y) = /|z| + |y| figgvényt! Hatdrozza meg a fiiggvény Osszes
érintOsikjat illetve tdamaszegyenesét az origdn keresztiil!

16.) Tekintsiik a p(z,y) := ch (z + y) + 2¢/1 — x fiiggvényt! Hatdrozza meg a fliggvény
Osszes érintésikjat illetve tdmaszegyenesét az (0,0, 3) ponton keresztiil!

17.) Tekintsik a v(z,y) :=e* 7Y + ﬁ fliggvényt! Hatdrozza meg a fliggvény Osszes
érintdsikjat illetve tdmaszegyenesét az (1,1,2) ponton keresztiil!

18.) 9.) Tekintsiikk a §(z,y) := sh(xz + y) + ch(z — y) fiiggvényt! Hatdrozza meg a
fiiggvény Osszes érintdsikjat illetve tamaszegyenesét az (1,0, e) ponton keresztiil!



