
Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. X csoport / feladatsor

D�atum: 2016. m�ajus 4. Munkaid}o: 45 perc

Hallgat�o Neptun k�odja �es neve: Gyakorlatvezet}o: .

1.) (2 pont: 3 j�o v�alasz 2 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) Ha A 2 R
4�3 �es B 2 R

3�4 tetsz}oleges m�atrixok, akkor az AB m�atrix mindig
szingul�aris.

b.) Egy L : Rn ! R
n line�aris transzform�aci�o akkor �es csak akkor invert�alhat�o, ha a

magtere a nullvektor.

c.) Ha egy 3 � 3-as m�atrix minden elem�et beszorozzuk 7-tel, akkor a determin�ans�anak
�ert�eke a h�etszeres�ere v�altozik.

2.) (3 pont) Legyenek P0(x) = 1, P1(x) = x, �es P2(x) = 1 + x; : : : , Pn+1(x) =
Pn(x) + Pn�1(x) az �u.n. Fibonacci-polinomok. H�any dimenzi�os az F := [P0; P1; : : : ; Pn; : : : ]
Fibonacci-polinomok �altal gener�alt alt�er a polinom-f�uggv�enyek vektorter�eben?

3.) (6 pont) Legyen A =

2
43 6 �6
0 0 3
0 0 3

3
5. Hat�arozza meg az A10 m�atrix saj�at�ert�ekeit,

�es a saj�at�ert�ekekhez tartoz�o saj�atvektorait! (Megjegyz�es: Nem k�otelez}o kisz�am��tani, de +2
b�onusz-pont�ert kisz�am��thatja mag�at az A10 m�atrixhatv�anyt is. Ez azonban nem sz�uks�eges!)

4.) (6 pont) Legyenek A =

2
664
�1 2 �1 0
0 1 0 1
0 1 0 0
2 0 3 �1

3
775 �es B =

2
664

1 �1 2
2 0 1
0 1 1
�1 1 0

3
775.

a.) Invert�alja az A m�atrixot! b.) Oldja meg az AX = B m�atrix-egyenletet!

5.) (3 pont) Hol van szakad�asa az F (x; y) := (x2 + y) cos

�
1

x2 + y4

�
f�uggv�enynek?

Megsz�untethet}o-e a szakad�as?

Az al�abbi �ert�ekel�esi t�abl�azatot a gyakorlatvezet}o t�olti ki!

1.feladat 2. feladat 3.feladat 4.feladat 5.feladat �Osszesen
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Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. | Megold�asok | X csoport

1.) (2 pont) a.) IGAZ. (AB ugyanis 4�4-es, de a rangja r(AB) � max(r(A); r(B)) � 3.)

1.) b.) IGAZ. (A dimenzi�o-t�etel �ertelm�eben dimKer L+dim Im L = dimRn = n, teh�at
ha a magt�er dimenzi�oja 0, akkor a k�ept�er�e n, azaz L sz�urjekt��v is, �es persze injekt��v is a
lek�epez�es, hiszen b�armilyen Lx = b megold�asa egy�ertelm}u.)

1. c.) HAMIS. (Val�oj�aban soronk�ent 7-szeres�ere, �osszess�eg�eben 73 = 343-szoros�ara
v�altozik.)

2.) (3 pont) L�athat�oan az els}o k�et elem line�arisan f�uggetlen, ugyanakkor a t�obbiek
mindig az el}oz}oek line�aris kombin�aci�oi, teh�at t�obb line�arisan f�uggetlen nem lesz k�ozt�uk, �es a
dimenzi�o marad 2. Ez ann�al is ink�abb mag�at�ol �ertet}od}o, mert a polinomok mind line�arisak
(a + bx alak�u maximum els}ofok�uak), ez�ert a teljes P1 t�er dimenzi�oja (ami 2) mindenk�eppen
fels}o korl�atot �all��t annak, hogy h�any line�arisan f�uggetlen v�alaszthat�o ki bel}ol�uk.

3.) (6 pont) A karakterisztikus polinomja PA(�) := jA � �Ij =
������
3� � 6 �6
0 �� 3
0 0 3� �

������ =
�(3 � �)2, teh�at a saj�at�ert�ekek �1 = 0 �es �2 = 3. A �2 = 3-hoz k�onnyebb saj�atvektorokat
tal�alni, hiszen a m�atrixegyenlet nagyon egyszer}u lesz: (A � �I)u = 0 azt jelenti, hogy azt a

homog�en egyenletet kell megoldjuk amelyben az egy�utthat�om�atrix A�3I =

2
40 6 �6
0 �3 3
0 0 0

3
5,

�
0 1 �1�, teh�at a megold�asok x1 = a, x2 = x3 = b alak�uak lesznek. Ezek k�oz�ul v�alasszuk
mondjuk az u := (1; 0; 0) �es a v := (0; 1; 1) vektort b�azisnak: akkor az U(3) saj�atalt�er az
U(3) = fau+ bv : a; b 2 Rg = [u;v] alt�er lesz.

A harmadik saj�atvektort a kev�esb�e hat�arozatlan (A � 0 � I)x = Ax = 0 homog�en egyen-
letrendszer adja. Ennek egy�utthat�om�atrixa A, �es azonnal l�atszik, hogy

A =

2
43 6 �6
0 0 3
0 0 3

3
5,

�
1 2 0
0 0 1

�
, teh�at a megold�asok w = c � (�2; 1; 0) alak�uak lesznek.

Ezek szerint pl. a B := [u;v;w] =

2
41 0 �2
0 1 1
0 1 0

3
5 b�azis-�att�er�est alkalmazva, a D =

2
40 0 0
0 3 0
0 0 3

3
5 = 3 � P diagon�al-m�atrixszal fel��rhat�o D = B�1AB azaz A = BDB�1, ahol P

a

2
40 0 0
0 1 0
0 0 1

3
5 projektor-m�atrix.

Ez�ert persze A10 = 310BPB�1, �es persze A10 saj�atvektorai is ugyanazok (teh�at w kons-
tansszorosai 0 saj�at�ert�ekkel, �es az U(3) = [u;v] elemei, csak m�ar 310 saj�at�ert�ekkel).
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B�onusz 2 pont: A feladat nem k�erte, de kisz�am��thatjuk az A10 m�atrix-hatv�anyt mag�at
is. Ehhez el}osz�or is sz�am��tsuk ki PB�1 = X-et, aminek sztenderd m�odja a B m�atrix in-
vert�al�asa a [BjI3] kib}ov��tett egy�utthat�o-m�atrixszal. Ez is j�o, de kicsit m�eg egyszer}ubb a
k�ovetkez}o.

Mivel ez a m�atrixegyenlet ekvivalens a P = XB , BTXT = P T = P egyenlettel,

amely ut�obbi nagyon k�enyelmes alak�u, ink�abb ezt oldjuk meg:

2
4 1 0 0 j 0 0 0

0 1 1 j 0 1 0
�2 1 0 j 0 0 1

3
5 ,

2
41 0 0 j 0 0 0
0 1 1 j 0 1 0
0 1 0 j 0 0 1

3
5,

2
41 0 0 j 0 0 0
0 1 0 j 0 0 1
0 1 1 j 0 1 0

3
5,

2
41 0 0 j 0 0 0
0 1 0 j 0 0 1
0 0 1 j 0 1 �1

3
5.

Ebb}ol XT =

2
40 0 0
0 0 1
0 1 �1

3
5, majd BX =

2
40 �2 2
0 1 0
0 0 1

3
5 �es A10 = 310

2
40 �2 2
0 1 0
0 0 1

3
5.

4.) (6 pont) Fel��rva a szimult�an rendszer kib}ov��tett egy�utthat�o m�atrix�at az inverzre,

2
664
�1 2 �1 0 j 1 0 0 0
0 1 0 1 j 0 1 0 0
0 1 0 0 j 0 0 1 0
2 0 3 �1 j 0 0 0 1

3
775

S4+2S1;(�1)�S1
S2$S3
()

2
664
1 �2 1 0 j �1 0 0 0
0 1 0 0 j 0 0 1 0
0 1 0 1 j 0 1 0 0
0 4 1 �1 j 2 0 0 1

3
775

S3�S2;S4�4S2
S1+2S2
()

2
664
1 0 1 0 j �1 0 2 0
0 1 0 0 j 0 0 1 0
0 0 0 1 j 0 1 �1 0
0 0 1 �1 j 2 0 �4 1

3
775 S3 $ S4

()

2
664
1 0 1 0 j �1 0 2 0
0 1 0 0 j 0 0 1 0
0 0 1 �1 j 2 0 �4 1
0 0 0 1 j 0 1 �1 0

3
775

S3 + S4; S1 � S3
()

2
664
1 0 0 0 j �3 �1 7 �1
0 1 0 0 j 0 0 1 0
0 0 1 0 j 2 1 �5 1
0 0 0 1 j 0 1 �1 0

3
775 :

Ebb}ol A�1 =

2
664
�3 �1 7 �1
0 0 1 0
2 1 �5 1
0 1 �1 0

3
775, �es ��gy X = A�1B =

2
664
�4 9 0
0 1 1
3 �6 0
2 �1 0

3
775.

5.) (3 pont) Nyilv�an DF = R
2 n f0g, mert az orig�on k��v�ul a nevez}o nem nulla. Ugyane-

miatt DF -ben a f�uggv�eny folytonos is lesz. Az egyetlen szakad�as az orig�oban tal�alhat�o.
Ez megsz�untethet}o pontosan akkor, ha F -nek l�etezik (v�eges) hat�ar�ert�eke, amid}on (x; y)!

(0; 0). Vegy�uk �eszre, hogy cos

�
1

x2 + y4

�
korl�atos, ugyanakkor x2 + y ! 0, ha (x; y) !

(0; 0). Ez�ert a szorzat null�ahoz fog tartani, �es a szakad�as az F (0; 0) := 0 �ertelmez�essel
megsz�untethet}o.
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Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. Y csoport / feladatsor

D�atum: 2016. m�ajus 4. Munkaid}o: 45 perc

Hallgat�o Neptun k�odja �es neve: Gyakorlatvezet}o: .

1.) (2 pont: 3 j�o v�alasz 2 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) A legfeljebb harmadfok�u val�os egy�utthat�os polinomok P3 vektorter�en a di�erenci�al�as,
mint line�aris lek�epez�es invert�alhat�o.

b.) Ha 8k-ra �es D 2 Rn�k-ra r(AD) = r(D), akkor A oszlopai line�arisan �osszef�ugg}ok!

c.) Ha az A 2 R
n�n m�atrix R(A) oszloptere csak a 0 vektorra mer}oleges, akkor A

szingul�aris m�atrix.

2.) (3 pont) �Allap��tsa meg, hogy az A :=

2
664
1 0 �7
2 0 1
2 �3 2
1 �1 2

3
775 �es B :=

2
41 0 �7 2
0 1 2 �3
2 1 �1 2

3
5

m�atrixok AB szorzata szingul�aris-e, �es ha nem-szingul�aris, akkor sz�am��tsa ki az inverz�et!

3.) (6 pont) Legyen C =

2
40 0 1
0 1 0
1 0 0

3
5. Adjon meg egy olyan Q ortogon�alis �es D diagon�alis

m�atrixot, melyre C = QDQT ! Hat�arozza meg a C100 m�atrixot!

4.) (5 pont) Legyenek A =

2
4 3 2 0

0 1 �1
�1 �3 2

3
5 �es B =

2
4 5 2 3
�1 �1 0
0 2 �1

3
5.

a.) Invert�alja az A m�atrixot! b.) Oldja meg az AX = B m�atrix-egyenletet!

5.) (4 pont) Hol van szakad�asa a G(x; y) :=
x2 � y2p
x�py f�uggv�enynek? Megsz�untethet}o-e

a szakad�as?

Az al�abbi �ert�ekel�esi t�abl�azatot a gyakorlatvezet}o t�olti ki!

1.feladat 2. feladat 3.feladat 4.feladat 5.feladat �Osszesen
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Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. | Megold�asok | Y csoport

1.) (2 pont) a.) HAMIS. (p0(x) = 0 minden konstans polinomra, ��gy a di�erenci�al�as
nem injekt��v.)

1.) b.) HAMIS. (Ha u.i. A oszlopai line�arisan �osszef�ugg}oek lenn�enek, akkor pl. k := n �es
D := In eset�en AD = AI = A szingul�aris, m��g D nem-szingul�aris, ez�ert r(AD) < n = r(D):
teh�at pont ford��tva, mint a felt�etelben kik�ot�ott�uk.)

1.) c.) HAMIS. (U.i. ekkor R(A) = (R(A)?)? = f0g? = R
n, teh�at r(A) = n.)

2.) (3 pont) Mivel A 2 R4�3 �es B 2 R3�4, nyilv�an AB 2 R4�4. de a rangra r(AB) �
max(r(A); r(B)) � 3, mert mindk�et m�atrixnak legfeljebb 3 a rangja (hiszen nem lehet t�obb
line�arisan f�uggetlen oszlopuk ill. soruk). Ez�ert r(AB) < 4, az AB m�atrix szingul�aris. �Igy az
inverze nem l�etezik, nincs mit kisz�am��tani.

3.) (6 pont) Legyen C =

2
40 0 1
0 1 0
1 0 0

3
5. Adjon meg egy olyan Q ortogon�alis �es D diagon�alis

m�atrixot, melyre C = QDQT ! Hat�arozza meg a C100 m�atrixot!

C szimmetrikus, ��gy ortogon�alis m�atrixszal diagonaliz�alhat�o. A saj�at�ert�ekek meghat�aroz�as�ahoz

fel��rjuk a karakterisztikus egyenletet: PC(�) = jC��Ij =
������
�� 0 1
0 1� � 0
1 0 ��

������ = (1��)
������ 1
1 ��

���� =
�(�� 1)2(1 + �). Teh�at a saj�at�ert�ekek �1 = 1 (k�etszeres) �es � = �1 (egyszeres).

A saj�ategyenletek teh�at (C � I)u = 0 �es (C + I)w = 0. El}obbire az egy�utthat�om�atrix2
4�1 0 1

0 0 0
1 0 �1

3
5, �

1 0 �1�, teh�at a megold�asok a t(1; 0; 1)+s(0; 1; 0) alak�u vektorok, vagy,

norm�alva �es ellen}orizve, hogy pont mer}oleges alapmegold�asok j�ottek ki, az u := (1=
p
2; 0; 1=

p
2)

�es a v := (0; 1; 0) vektorok line�aris kombin�aci�oi. Ezek ortonorm�alt vektorok: m�eg a har-
madik, � = �1-hez tartoz�o w saj�atvektort kell megkeress�uk. Ehhez vagy megoldjuk a

(C+I)w = 0 saj�ategyenletet, aminek egy�utthat�om�atrixa most

2
41 0 1
0 2 0
1 0 1

3
5,

�
1 0 1
0 1 0

�
, azaz

megold�asai a t(1; 0;�1) illetve norm�alva w = (1=
p
2; 0;�1=p2) saj�atvektor konstansszorosai;

vagy sz�amolhatunk vektori�alis szorz�assal is: u�v = �w kell ad�odjon. A jobbsodr�as (+1 deter-
min�ans) �erdek�eben mondjuk direkte�w-t v�alasztva saj�atvektornak a b�azisunkQ = [u;v;�w]
alakban ��rhat�o. �Igy

Q =

2
41=

p
2 0 �1=p2

0 1 0

1=
p
2 0 1=

p
2

3
5 ; D = QTCQ =

2
41 0 0
0 1 0
0 0 �1

3
5.

A C100 m�atrix a C = QDQT saj�atfelbont�as alapj�an sz�amolhat�o: C100 = QD100QT =
QIQT = I.
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4.) (5 pont) A kib}ov��tett egy�utthat�om�atrixb�ol Gauss-Jordan elimin�aci�oval sz�amoljuk ki
A�1-et:2

4 3 2 0 j 1 0 0
0 1 �1 j 0 1 0
�1 �3 2 j 0 0 1

3
5 S1 $ S3

()

2
4�1 �3 2 j 0 0 1

0 1 �1 j 0 1 0
3 2 0 j 1 0 0

3
5 S3 + 3S1; (�1)S1

()
2
41 3 �2 j 0 0 �1
0 1 �1 j 0 1 0
0 �7 6 j 1 0 3

3
5 S3 + 7S2; S1 � 3S2

()

2
41 0 1 j 0 �3 �1
0 1 �1 j 0 1 0
0 0 �1 j 1 7 3

3
5

S1 + S3; (�1) � S3
()

2
41 0 0 j 1 4 2
0 1 �1 j 0 1 0
0 0 1 j �1 �7 �3

3
5 S2 + S3

()

2
41 0 0 j 1 4 2
0 1 0 j �1 �6 �3
0 0 1 j �1 �7 �3

3
5 :

Ebb}ol A�1 =

2
4 1 4 2
�1 �6 �3
�1 �7 �3

3
5, ��gy X = A�1B =

2
41 2 1
1 �2 0
2 �1 0

3
5.

5.) (4 pont) DG = (0;1)� (0;1) n `, ahol ` = f(x; y) : y = x; x > 0g.
Az ` (f�el)-egyenes pontjaiban van szakad�as, de itt van a f�uggv�enynek hat�ar�ert�eke: u.i.

y 6= x mellett G(x; y) =
(x+ y)(x� y)p

x�py =
(x+ y)(

p
x+

p
y)(
p
x�py)p

x�py = (x+ y)(
p
x+

p
y)

�es ��gy ha (a; a) 2 `, akkor (x; y)! (a; a) ((x; y) 2 DG) eset�en G(x; y)! (a+ a)(
p
a+

p
a) =

4a3=2. Ezzel a hat�ar�ert�ekkel kiterjesztve a G f�uggv�eny de�n��ci�oj�at, a kiterjesztett f�uggv�eny
folytonos lesz, mert y 6= x eset�en l�attuk a hat�a�ert�eket, y = x eset�en pedig ha (x; x)! (a; a),
akkor a 4x3=2 f�ugvv�eny folytonoss�aga miatt fog teljes�ulni lim(x;x)!(a;a)G(x; x) = G(a; a).
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Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. W csoport / feladatsor

D�atum: 2016. m�ajus 4. Munkaid}o: 45 perc

Hallgat�o Neptun k�odja �es neve: Gyakorlatvezet}o: .

1.) (2 pont: 3 j�o v�alasz 2 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) Az n � n-es szimmetrikus m�atrixok Sn halmaza
�n+1

2

�
dimenzi�os alteret alkot az

�osszes n� n-es val�os m�atrixok Rn�n vektorter�eben.
b.) Ha A;B 2 Rn�n �es ABx = b minden b 2 Rn-re megoldhat�o, akkor BAx = b is

minden b 2 Rn-re megoldhat�o.
c.) Ha az N 2 R

n�n n�egyzetes m�atrixnak van n db. k�ul�onb�oz}o saj�at�ert�eke, akkor
diagonaliz�alhat�o.

2.) (3 pont) Tekints�uk a P4 = f
P4

j=0 cjx
j : cj 2 Rg (legfeljebb negyedfok�u polinomok)

vektorter�et, �es ebben a D : P4 ! P4, p(x) 7! xp0(x) lek�epez�est! Mennyi lesz az ImD =
D(P4) = RD k�ept�er dimenzi�oja?

3.) (6 pont) Legyen A =

2
4 1 0 �1

0 �1 0
�1 0 1

3
5. Adjon meg egy olyan Q ortogon�alis �es egy

D diagon�alis m�atrixot, amelyekre A = QDQT ! Hat�arozza meg az A100 m�atrixot!

4.) (5 pont) Legyenek A =

2
4 1 0 3
�1 2 0
1 1 4

3
5 �es B =

2
4 1 0 1
�1 2 �3
1 1 1

3
5.

a.) Invert�alja az A m�atrixot! b.) Oldja meg az AX = B m�atrix-egyenletet!

5.) (4 pont) Hol van szakad�asa a T (x; y) =
x2 � y2 + x3 + y3

x2 + y2
f�uggv�enynek? Megsz�untet-

het}o-e a szakad�as?

Az al�abbi �ert�ekel�esi t�abl�azatot a gyakorlatvezet}o t�olti ki!

1.feladat 2. feladat 3.feladat 4.feladat 5.feladat �Osszesen
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Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. | Megold�asok | W csoport

1.) (2 pont) a.) IGAZ. (Egy b�azis az azon A(i;j) m�atrixokb�ol �allhat, melyeknek az ij-edik
�es ji-edik eleme is 1; persze ha i = j, akkor ez egyetlen f}o�atl�obeli nem-nulla elemet jelent, ha
azonban i 6= j, akkor egy k�et 1-est tartalmaz�o szimmetrikus m�atrixot. A b�aziselemek sz�ama
ebb}ol l�athat�oan 1 + 2 + � � �+ n =

�n+1
2

�
.)

1.) b.) IGAZ. (Ha A;B 2 Rn�n �es ABx = b minden b 2 Rn-re megoldhat�o, akkor
BA nem-szingul�aris m�atrix, �es akkor A is, B is nem-szingul�aris, ez�ert AB is nem-szingul�aris
m�atrix, �es ��gy BAx = b is minden b 2 Rn-re megoldhat�o.)

1.) c.) IGAZ. (El}oad�ason tanultuk, hogy minden saj�at�ert�ekhez l�etezik saj�atvektor,
m�asr�eszt, hogy k�ul�onb�oz}o saj�at�ert�ekekhez tartoz�o saj�atvektorok rendszere line�arisan f�ugget-
len: teh�at ha van n db. ilyen, akkor az b�azis, �es ha van saj�atvektorokb�ol �all�o b�azis, akkor
erre a b�azisra �att�erve a m�atrix diagon�alis.)

2.) (3 pont) Tal�an a legegyszer}ubb a dimenzi�ot�etellel kisz�amolni: dim Im D = 5 �
dimKerD = 5 � 1 = 4, mert xp0(x) � 0 , p0(x) � 0 , p � c const., azaz Ker D = P0 1
dimenzi�os.

Persze ki lehet sz�amolni k�ozvetlen�ul is: ha q(x) 2 Im D, akkor q(x) = x � p0(x), ahol
p0(x) tetsz}oleges legfeljebb harmadfok�u polinom lehet (mert legfeljebb negyedfok�u polinom
deriv�altja legfeljebb harmadfok�u, �es minden legfeljebb harmadfok�u polinomhoz van legfeljebb
negyedfok�u polinom, ami a primit��v f�uggv�enye) , azaz Im D = xP3, �es dim Im D = dimxP3 =
dimP3 = 4.

3.) (6 pont) A karakterisztikus egyenlet:

det(�I �A) =

������
�� 1 0 1
0 �+ 1 0
1 0 �� 1

������ = (�+ 1)�(�� 2) = 0

Ebb}ol a �1 = �1; �2 = 0 �es �3 = 2 saj�at�ert�ekek ad�odnak. A �1 = �1 saj�at�ert�ekhez tartoz�o
norm�alt saj�atvektor az A m�atrix m�asodik oszlop�ab�ol e2 = (0; 1; 0). A �2 = 0 saj�at�ert�ekhez
tartoz�o saj�atvektorok az Av = 0 homog�en line�aris egyenletrendszerb}ol sz�am��that�ok. Az egyen-
letrendszer egy�utthat�om�atrix�anak reduk�alt l�epcs}os alakja Gauss-Jordan elimin�aci�o ut�an:0

@1 0 �1
0 1 0
0 0 0

1
A

�Igy egy egys�egnyi norm�aj�u saj�atvektor p�eld�aul a v = (1=
p
2; 0; 1=

p
2) vektor.

Mivel szimmetrikus m�atrix saj�atvektorai ortogon�alisak, ez�ert a harmadik saj�atvektor meg-
hat�arozhat�o p�eld�aul vektori�alis szorz�assal:

w = e2 � v =

0
@0
1
0

1
A�

0
@1=

p
2

0

1=
p
2

1
A =

0
@ 1=

p
2

0

�1=p2

1
A
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�Igy a Q ortogon�alis �es D diagon�alis m�atrixok:

Q =

0
@ 0 1=

p
2 1=

p
2

1 0 0

0 1=
p
2 �1=p2

1
A ; D =

0
@ �1 0 0

0 0 0
0 0 2

1
A :

Az A100 m�atrix az A m�atrix spektr�alfelbont�asa alapj�an:

A100 = (�1)100
0
@0
1
0

1
A
0
@0
1
0

1
A
T

+ 2100

0
@ 1=

p
2

0

�1=p2

1
A
0
@ 1=

p
2

0

�1=p2

1
A
T

=

0
@ 299 0 �299

0 1 0
�299 0 299

1
A

4.) (5 pont) Gauss-Jordan elimin�aci�oval keress�uk meg az inverz m�atrixot:

2
4 1 0 3 j 1 0 0
�1 2 0 j 0 1 0
1 1 4 j 0 0 1

3
5 S2 + S1; S3 � S1

()

2
41 0 3 j 1 0 0
0 2 3 j 1 1 0
0 1 1 j �1 0 1

3
5 S2 $ S3

()
2
41 0 3 j 1 0 0
0 1 1 j �1 0 1
0 2 3 j 1 1 0

3
5 S3 � 2S2

()

2
41 0 3 j 1 0 0
0 1 1 j �1 0 1
0 0 1 j 3 1 �2

3
5 S1 � 3S3; S2 � S3

()
2
41 0 0 j �8 �3 6
0 1 0 j �4 �1 3
0 0 1 j 3 1 �2

3
5 ; ��gy A�1 =

2
4�8 �3 6
�4 �1 3
3 1 �2

3
5 ; X = A�1B =

2
41 0 7
0 1 2
0 0 �2

3
5 :

5.) (4 pont) A f�uggv�eny minden�utt �ertelmezve van �es folytonos is, ahol a nevez}o nem
nulla, azaz DT = R

2 n 0, �es az orig�oban van szakad�asa.
Itt megsz�untethet}o a szakad�as pontosan akkor, ha van a f�uggv�enynek limesze a pontban.

De limesz nem l�etezik, hiszen pl. az y � 0 (teh�at az x tengely ment�en) tartva az orig�ohoz,
a f�uggv�enyre T (x; 0) = 1 + x ! 1, m��g az y tengely ment�en tartva az orig�ohoz T (0; y) =
�1 + y ! �1.
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Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. U csoport / feladatsor

D�atum: 2016. m�ajus 4. Munkaid}o: 45 perc

Hallgat�o Neptun k�odja �es neve: Gyakorlatvezet}o: .

1.) (2 pont: 3 j�o v�alasz 2 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) A (pontosan) harmadfok�u val�os egy�utthat�os polinomok n�egydimenzi�os vektorteret
alkotnak a val�os sz�amtest felett a pontonk�enti �osszead�asra �es a skal�arral val�o szorz�asra n�ezve.

b.) Ha az A 2 Rn�n m�atrix olyan, hogy valamilyen B 2 Rn�k m�atrixra az AX = B
m�atrix-egyenletnek v�egtelen sok X 2 Rn�k megold�asa van, akkor det(A) = 0.

c.) Ha A;B 2 Rn�n k�et nem-szingul�aris m�atrix, akkor (A+B)2 = A2 + 2AB +B2.

2.) (3 pont) Tekints�uk a P4 = fP4
j=0 cjx

j : cj 2 Rg (legfeljebb negyedfok�u poli-
nomok) vektorter�et, �es ebben az S : P4 ! P4 p(x) 7! p(x + 1) lek�epez�est! Legyen M az
S transzform�aci�o m�atrixa az 1; x; x2; x3; x4 b�azisban! Hat�arozzuk meg, hogy M szingul�aris,
vagy nem-szingul�aris m�atrix-e?

3.) (6 pont) Legyen B =

2
4 1 0 �1

0 2 0
�1 0 1

3
5 ! Adjon meg egy olyan Q ortogon�alis �es D

diagon�alis m�atrixot, amelyre B = QDQT ! Hat�arozza meg a B50 m�atrixot!

4.) (5 pont) Legyenek A =

2
4�2 5 0

0 3 �1
1 �2 0

3
5 �es B =

2
41 �1 2
0 �3 1
1 0 1

3
5.

a.) Invert�alja az A m�atrixot! b.) Oldja meg az AX = B m�atrix-egyenletet!

5.) (4 pont) Hol van szakad�asa a Q(x; y) =
2x2y4

x2 + y4
f�uggv�enynek? Megsz�untethet}o-e a

szakad�as?

Az al�abbi �ert�ekel�esi t�abl�azatot a gyakorlatvezet}o t�olti ki!

1.feladat 2. feladat 3.feladat 4.feladat 5.feladat �Osszesen
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Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. | Megold�asok | U csoport

1.) (2 pont) a.) HAMIS. (Ui. pontosan harmadfok�u polinomok k�ul�onbs�ege lehet kisebb
fok�u, ami nem tartozik bele a megadott halmazba: pl. az azonosan nulla sem.)

1.) b.) IGAZ. (Ha ui. v�egtlen sok m�atrix-megold�as van, akkor valamelyik oszlopvektorra
is v�egtelen sok vektor-megold�as kell legyen: Ax(j) = b(j) v�egtelen sok megold�asa pedig azt
jelenti, hogy A szingul�aris m�atrix.)

1.) c.) HAMIS. (Pl. A =

�
1 1
0 1

�
; B =

��1 0
�1 �1

�
) (A + B)2 =

�
0 1
�1 0

�2
= �I,

m��g A2 + 2AB + B2 =

�
1 2
0 1

�
+ 2

��2 �1
�1 0

�
+

�
1 0
2 1

�
=

��2 0
0 2

�
. �Altal�aban, (A + B)2 =

A2 + AB + BA+ B2, �es ez csak akkor lesz = A2 + 2AB + B2, ha AB = BA, amire az A;B
nem-szingularit�as�at�ol m�eg semmi ok nincsen.)

2.) (3 pont) Az S : P4 ! P4 lek�epez�es line�aris (S(p + q) = Sp + Sq; S(cp) = cSp) �es
k�eptere az �osszes polinom P4-b}ol (mert a lek�epez�es l�athat�oan invert�alhat�o is: tetsz}oleges q(x)
polinomra (S�1q)(x) = q(x� 1), hiszen q((x+ 1)� 1) = q(x)), teh�at a rangja dim Im S = 5.
Ez�ert a nulltere f0g (csak az azonosan 0 polinom), �es a m�atrixa b�armilyen b�azisban nem-
szingul�aris.

Egy�ebk�ent az adott b�azisban a m�atrix M =

2
66664

1 1 1 1 1
0 1 2 3 4
0 0 1 3 6
0 0 0 1 4
0 0 0 0 1

3
77775.

3.) (6 pont) A B m�atrix karakterisztikus polinomja:

det(�I �A) = det

0
@ �� 1 0 1

0 �� 2 0
1 0 �� 1

1
A = (�� 2) det

�
�� 1 1
1 �� 1

�

�Igy a karakterisztikus egyenlet �(�� 2)2 = 0, �es a saj�at�ert�ekek �1 = 0 �es �2 = �3 = 2.
A c�elunk a tov�abbi�akban egy, a B m�atrix saj�atvektoraib�ol �all�o ortonorm�alt b�azis megke-

res�ese. (Mivel a B m�atrix szimmetrikus, ez�ert tudjuk, hogy van ilyen.)
A �1 = 0 saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektorok a Bv = 0 homog�en line�aris egyenletrendszer

megold�asai. Az egy�utthat�om�atrix reduk�alt l�epcs}os alakja

0
@ 1 0 �1

0 1 0
0 0 0

1
A ;

amib}ol az egyetlen egys�egnyi norm�aj�u saj�atvektor v = (1=
p
2; 0; 1=

p
2).
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A B m�atrix m�asodik oszlopa a (0; 1; 0) vektor k�epe, amib}ol B

0
@0
1
0

1
A = 2

0
@0
1
0

1
A ad�odik �es

��gy w = (0; 1; 0) egy, a �1 = 2 saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektor, ami mellesleg megkaphat�o a
(B � 2I)w = 0 homog�en line�aris egyenletrendszer megold�asak�ent is.

Mivel tudjuk, hogy szimmetrikus m�atrix k�ul�onb�oz}o saj�at�ert�ekeihez tartoz�o saj�atvektorok
ortogon�alisak, ��gy a harmadik norm�alt saj�atvektor legegyszer}ubben vektori�alis szorz�assal

sz�amolhat�o: v � w =

0
@1=

p
2

0

1=
p
2

1
A�

0
@0
1
0

1
A =

0
@�1=

p
2

0

1=
p
2

1
A.

EkkorQ az ortonorm�alt saj�atvektorokb�ol �all�o ortogon�alis m�atrix,D pedig a saj�at�ert�ekekb}ol
�all�o diagon�alis m�atrix (sorrendre tekintettel!):

Q =

0
@ 1=

p
2 0 �1=p2

0 1 0

1=
p
2 0 1=

p
2

1
A ; D =

0
@ 0 0 0

0 2 0
0 0 2

1
A :

A B50 m�atrix a B = QDQT saj�atfelbont�as alapj�an sz�amolhat�o:

B50 = QD50QT =0
@ 1=

p
2 0 �1=p2

0 1 0

1=
p
2 0 1=

p
2

1
A
0
@ 0 0 0

0 250 0
0 0 250

1
A
0
@ 1=

p
2 0 1=

p
2

0 1 0

�1=p2 0 1=
p
2

1
A =

250

0
@0
1
0

1
A
0
@0
1
0

1
A
T

+ 250

0
@�1=

p
2

0

1=
p
2

1
A
0
@�1=

p
2

0

1=
p
2

1
A
T

=

0
@ 249 0 �249

0 250 0
�249 0 249

1
A :

4.) (5 pont) Az inverz m�atrixot Gauss-Jordan elimin�aci�oval sz�am��tjuk ki:2
4�2 5 0 j 1 0 0

0 3 �1 j 0 1 0
1 �2 0 j 0 0 1

3
5 S1$S3

()

2
4 1 �2 0 j 0 0 1

0 3 �1 j 0 1 0
�2 5 0 j 1 0 0

3
5 S3+2S1

()

2
41 �2 0 j 0 0 1
0 3 �1 j 0 1 0
0 1 0 j 1 0 2

3
5

S2$S3
()

2
41 �2 0 j 0 0 1
0 1 0 j 1 0 2
0 3 �1 j 0 1 0

3
5 S1+2S2

S3�3S2
()

2
41 0 0 j 2 0 5
0 1 0 j 1 0 2
0 0 �1 j �3 1 �6

3
5 (�1)�S3

()

2
41 0 0 j 2 0 5
0 1 0 j 1 0 2
0 0 1 j 3 �1 6

3
5 :

Ebb}ol A�1 =

2
42 0 5
1 0 2
3 �1 6

3
5, X = A�1B =

2
47 �2 9
3 �1 4
9 0 11

3
5.

5.) (4 pont) A f�uggv�eny minden�utt �ertelmezett �es folytonos is, ahol a nevez}o nem 0,
azaz DQ = R

2 n f0g. Ebben a pontban a szakad�as akkor megsz�untethet}o, ha P = (x; y)! 0

eset�en van hat�ar�ert�eke a f�uggv�enynek (�es ekkor ezzel az �ert�ekkel kell a f�uggv�eny �ertelmez�es�et
kiterjeszteni az orig�oban, hogy az folytonos legyen).

Vegy�uk �eszre, hogy
x2

x2 + y4
korl�atos f�uggv�eny az eg�esz R2-ben, (konkr�etan az abszol�ut

�ert�eke � 1), m��g (x; y) ! (0; 0) eset�en y4 ! 0, teh�at ez egy "korl�atos �0" t��pus�u hat�ar�ert�ek,
aminek az �ert�eke 0. Ez�ert a szakad�as megsz�untethet}o (Q(0; 0) := 0 de�n��ci�oval).
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