Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. X csoport / feladatsor
Détum: 2016. mdjus 4. Munkaidd: 45 perc
Hallgaté Neptun kédja és neve: Gyakorlatvezeto:

1.) (2 pont: 3 j6 védlasz 2 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik 4llitds igaz, melyik nem?

a.) Ha A € RY3 é B € R3** tetszbleges métrixok, akkor az AB métrix mindig
szingularis.

b.) Egy L : R®™ — R" linearis transzformacié akkor és csak akkor invertdlhaté, ha a

magtere a nullvektor.

c.) Ha egy 3 x 3-as matrix minden elemét beszorozzuk 7-tel, akkor a determindnsdnak
értéke a hétszeresére viltozik.

2.) (3 pont) Legyenek Py(x) = 1, Pi(z) = z, és Po(z) = 1 4+ z,..., Pyii(x)

P, (z) + P,—1(z) az 4.n. Fibonacci-polinomok. Hany dimenziés az F := [Py, Pi,..., Py, ... ]
Fibonacci-polinomok &ltal generdlt altér a polinom-fiiggvények vektorterében?

3 6 —6
3.) (6 pont) Legyen A = |0 0 3 |. Hatdrozza meg az A'0 mitrix sajitértékeit,
0 0 3

és a sajatértékekhez tartozé sajatvektorait! (Megjegyzés: Nem kotelezd kiszamitani, de +2
bénusz-pontért kiszdmithatja magit az A'® métrixhatvanyt is. Ez azonban nem sziikséges!)

-1 2 -1 0 1 -1 2
o1 0 1|, . |2 01

4.) (6 pont) Legyenek A = o 1 0 ol® B = o 1 1l
2 0 3 -1 -1 1 0

a.) Invertalja az A métrixot! b.) Oldja meg az AX = B matrix-egyenletet!

1
5.) (3 pont) Hol van szakaddsa az F(z,y) = (2% + y) cos <Q+4> fiiggvénynek?
€T Y

Megszuntethet-e a szakadas?

Az alabbi értékelési tablazatot a gyakorlatvezetd tolti ki!

1.feladat | 2. feladat | 3.feladat | 4.feladat | 5.feladat || Osszesen




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. — Megoldasok — X csoport

1.) (2 pont) a.) IGAZ. (AB ugyanis 4 x 4-es, de a rangja r(AB) < max(r(A),r(B)) < 3.)

1.) b.) IGAZ. (A dimenzi6-tétel értelmében dimKer L + dimIm L = dim R™ = n, tehdt
ha a magtér dimenzidja 0, akkor a képtéré n, azaz L szirjektiv is, és persze injektiv is a
leképezés, hiszen barmilyen Lx = b megolddsa egyértelmii.)

1. c¢.) HAMIS. (Valéjaban soronként 7-szeresére, dsszességében 73 = 343-szorosdra
valtozik.)

2.) (3 pont) Léthatéan az elsé két elem linedrisan fiiggetlen, ugyanakkor a t6bbiek
mindig az el6zbek linedris kombinacidi, tehat tobb linedrisan figgetlen nem lesz koztiik, és a
dimenzié marad 2. Ez annal is inkdbb magatdl értet6ds, mert a polinomok mind linearisak
(a + bz alaki maximum elséfokuiak), ezért a teljes Py tér dimenzidja (ami 2) mindenképpen
fels6 korlatot allit annak, hogy hany linearisan fiiggetlen valaszthaté ki beldliik.

3—X 6 —6
3.) (6 pont) A karakterisztikus polinomja Pa(A\) :=|A—AI|=| 0 =X 3 |=
0 0 3-X

A(3 — X\)2, tehdt a sajatértékek Ay = 0 és Ay = 3. A Xy = 3-hoz kénnyebb sajatvektorokat
taldlni, hiszen a métrixegyenlet nagyon egyszerii lesz: (A — AI)u = 0 azt jelenti, hogy azt a

0 6 —6
homogén egyenletet kell megoldjuk amelyben az egyitthatomatrix A-3/ = {0 -3 3 | &
0 0 0

[O 1 —1]7 tehdt a megoldisok z1 = a, o = x5 = b alaktak lesznek. Ezek kozul vélasszuk
mondjuk az u := (1,0,0) és a v := (0,1, 1) vektort bazisnak: akkor az U(3) sajataltér az
U@B) ={au+bv : a,be R} =][u,v] altér lesz.

A harmadik sajdtvektort a kevésbé hatarozatlan (A — 0 - I')x = Ax = 0 homogén egyen-
letrendszer adja. Ennek egylitthatématrixa A, és azonnal latszik, hogy

3 6 —6 1 2 0
A=10 0 3 [ ], tehdt a megolddsok w = c¢- (-2, 1,0) alakdak lesznek.
0 01
0 0 3
1 0 =2
Ezek szerint pl. a B := [u,v,w] = |0 1 1 | bézis-attérést alkalmazva, a D =
01 0
0 0 0
0 3 0| = 3-P diagondl-métrixszal felirhat6 D = B~'AB azaz A = BDB™!, ahol P
0 0 3

0
a |0
0

O = O

0
0| projektor-matrix.
1

Ezért persze A0 = 319BPB~1, és persze A0 sajatvektorai is ugyanazok (tehit w kons-
tansszorosai 0 sajétértékkel, és az U(3) = [u,v] elemei, csak mar 30 sajitértékkel).



Bénusz 2 pont: A feladat nem kérte, de kiszdmithatjuk az A matrix-hatvanyt magat
is. Ehhez eldszor is szamitsuk ki PB~! = X-et, aminek sztenderd médja a B matrix in-
vertdlasa a [B|I3] kib&vitett egylitthaté-matrixszal. Ez is j6, de kicsit még egyszeriibb a
kovetkezd.

Mivel ez a méatrixegyenlet ekvivalens a P = XB & BTXT = PT = P egyenlettel,
1 00| 000
amely utébbi nagyon kényelmes alaku, inkdbb ezt oldjuk meg: | 0 1 1 | 0 1 0| &
-2 10| 001
1 00 0 00 100 00O 1 00| 00 O
011 01 0l]«f01 0] 001|011 0] 00 1
010 001 01 1] 010 001 ] 01 -1
0 0 0 -2 2 0 -2 2
Ebbsl XT = |0 0 1 ,majd BX = [0 1 0féA°=39]0 1 o0].
01 -1 0 0 1 0 0 1

4.) (6 pont) Felirva a szimultan rendszer kibévitett egylitthaté matrixdt az inverzre,

12 -1 0 | 1000 1 =21 0 | =100 0
0 1 0 1 [0 10 of D% g 1 0 0 ] 0010
01 0 0 | 0010 — 01 0 1 | 0 100
2 0 3 -1 0001 0 4 1 1] 2 001
101 0 | =10 2 0 101 0 | =10 2
S22 10 0 | 0 0 1 0] S3eS(010 0 | 0 0 1
S1425> 3 4
— 000 1 | 01 10 « [|001-1] 2 0 —4
001 -1] 2 0 —4 1 000 1 | 0 1 —1
1000 | =3 -1 7 -1
53+S4,51—S30100|0010
= 0010/ 2 1 -5 1
0001 ] 0 1 -1 0
-3 -1 7 -1 —4 9 0
0 0 1 0 0 1 1
vl A—1 b d _ A-1p _
Ebbél A= = o 1 -5 1| ésigy X =A""'B= 3 _6 ol
0 1 -1 0 2 -1 0

5.) (3 pont) Nyilvdn Dp = R?\ {0}, mert az origén kiviil a nevez6 nem nulla. Ugyane-
miatt Dp-ben a fliggvény folytonos is lesz. Az egyetlen szakadas az origéban taldlhaté.
Ez megsziintethet$ pontosan akkor, ha F-nek létezik (véges) hatdrértéke, amidén (z,y) —
1
(0,0). Vegyiik észre, hogy cos <Q+4> korlatos, ugyanakkor z? +y — 0, ha (z,y) —
z Yy

(0,0). Ezért a szorzat nulldhoz fog tartani, és a szakadas az F(0,0) := 0 értelmezéssel
megszuntethetd.

o= O O



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. Y csoport / feladatsor
Détum: 2016. mdjus 4. Munkaidd: 45 perc
Hallgaté Neptun kédja és neve: Gyakorlatvezeto:

1.) (2 pont: 3 j6 vélasz 2 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik 4llitds igaz, melyik nem?

a.) A legfeljebb harmadfoki valds egylitthatds polinomok P3 vektorterén a differencilis,
mint linearis leképezés invertalhato.

b.) Ha Vk-ra és D € R"™F-ra r(AD) = r(D), akkor A oszlopai linedrisan osszefiiggdk!

c.) Haaz A € R™" mitrix R(A) oszloptere csak a 0 vektorra mer6leges, akkor A
szingularis matrix.

; 8 _17 10 -7 2
2.) (3 pont) Allapitsa meg, hogy az A := 9 _3 9 ésB:=|(0 1 2 -3
A 2 1 -1 2
matrixok AB szorzata szinguliris-e, és ha nem-szinguldris, akkor szdmitsa ki az inverzét!
0 01
3.) (6pont) Legyen C = [0 1 0. Adjon meg egy olyan @) ortogondlis és D diagondlis
1 00
matrixot, melyre C = QDQT! Hatdrozza meg a C'% matrixot!
3 2 0 5 2 3
4.) (5 pont) Legyenek A=[0 1 —-1|éB=|-1 -1 0 |.
-1 -3 2 0 2 -1

a.) Invertdlja az A métrixot! b.) Oldja meg az AX = B métrix-egyenletet!
22 — 12

5.) (4 pont) Hol van szakadédsa a G(z,y) := —— fliggvénynek? Megsziintethets-e

VI =y

a szakadds?

Az alabbi értékelési tdbldzatot a gyakorlatvezetd tolti ki!

1.feladat | 2. feladat | 3.feladat | 4.feladat | 5.feladat || Osszesen




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - I1. Zh. — Megoldasok — Y csoport

1.) (2 pont) a.) HAMIS. (p'(z) = 0 minden konstans polinomra, igy a differenciils
nem injektiv.)

1.) b.) HAMIS. (Ha u.i. A oszlopai linearisan osszefiiggdek lennének, akkor pl. k :=n és
D := I, esetén AD = Al = A szingularis, mig D nem-szinguldris, ezért r(AD) < n = r(D):
tehdt pont forditva, mint a feltételben kikotottiik.)

1.) c.) HAMIS. (U.i. ekkor R(A) = (R(A)*)* = {0}+ = R", tehat r(A4) = n.)

2.) (3 pont) Mivel A € R¥3 és B € R34, nyilvan AB € R**%, de a rangra r(AB) <
max(r(A),r(B)) < 3, mert mindkét matrixnak legfeljebb 3 a rangja (hiszen nem lehet tobb
linedrisan fliggetlen oszlopuk ill. soruk). Ezért r(AB) < 4, az AB métrix szingularis. Igy az
inverze nem létezik, nincs mit kiszdmitani.

0 01
3.) (6 pont) Legyen C = [0 1 0. Adjon meg egy olyan @ ortogondlis és D diagonalis
1 00

matrixot, melyre C = QDQ"! Hatdrozza meg a C'% matrixot!

C szimmetrikus, igy ortogondlis matrixszal diagonalizalhat6. A sajatértékek meghatarozdsihoz

- 0 1
felirjuk a karakterisztikus egyenletet: Po(A) = |C=AX|=|0 1—-X 0 |=(1-X) ‘_f\ _1>\‘ =
1 0 —A

—(A = 1)2(1 4+ \). Tehat a sajatértékek A} = 1 (kétszeres) és A = —1 (egyszeres).
A sajitegyenletek tehat (C'— INu = 0 és (C + I)w = 0. El6bbire az egyiitthatématrix
-1 0 1
0 0 0|« [l 0 —1],tehit a megolddsok a t(1,0,1) +s(0, 1,0) alaki vektorok, vagy,
1 0 -1
normélva és ellendrizve, hogy pont meréleges alapmegoldasok jottek ki, az u := (1/v/2,0,1/v/2)

és a v := (0,1,0) vektorok linedris kombindcidi. Ezek ortonormdlt vektorok: még a har-

madik, A = —1-hez tartozé w sajatvektort kell megkeressitk. Ehhez vagy megoldjuk a
1 01 10

(C+1I)w = 0 sajategyenletet, aminek egyitthatématrixa most |0 2 0 [0 | 0] , azaz
1 01

megoldésai a ¢(1,0, —1) illetve normélva w = (1/v/2,0, —1/1/2) sajatvektor konstansszorosai;
vagy szamolhatunk vektoriilis szorzdssal is: uxv = +w kell adédjon. A jobbsodras (41 deter-
minans) érdekében mondjuk direkte —w-t valasztva sajatvektornak a bazisunk Q = [u, v, —w]
alakban frhaté. Igy
1/vV2 0 —1/V2 1 0 0
Q= 0 1 0 , D=QTc=101 0].
1/vV2 0 1/v2 00 -1
A O mitrix a ¢ = QDQT sajitfelbontds alapjan szdmolhaté: C1%0 = QD'0QT =
QIQT =1.



4.) (5 pont) A kibdvitett egylitthatématrixbol Gauss-Jordan eliminédciéval szamoljuk ki
Al et:

(3 2 0 | 1 0 0] -1 -3 2 |00 1
~1
001 —1 ] 0 10T 0 1 1o o BTILEDS
-1 -3 2 | ool T [3 2 0 | 100 =
1 2 10 0 -1] B 10 1 | 0 -3 -1
01—1\01053+752’5135201—1|010
0o -7 6 | 10 3] = 00 -11]1 7 3
10 0 | 1 4 2 100 1 4 2
—1)-
S14 55 ( )5301—1y 0 1 0 52+S3010\—1 —6 -3
= 00 1 | -1 -7 -3 < Joo1] -1 -7 -3
1 4 2 1 2 1
Ebbél A=l = |-1 —6 —-3|,igy X=A"'B=|1 -2 0].
1 -7 -3 2 -1 0

5.) (4 pont) Dg = (0,00) x (0,00) \ £, ahol £ = {(z,y) : y=1=, z > 0}.
Az ¢ (fél)-egyenes pontjaiban van szakadds, de itt van a fiiggvénynek hatarértéke: u.i.

+y)(z—y)  E+y)Vz+vyVz -y
y # = mellett G(z,y) = = = (z+y)(Vz +Y)
V=Y VE= Y vy
és igy ha (a,a) € ¢, akkor (z,y) — (a,a) ((z,y) € Dg) esetén G(z,y) — (a+a)(Va+ a) =
4a3/2. Euzzel a hatarértékkel kiterjesztve a G fiiggvény definicidjat, a kiterjesztett fiiggvény
folytonos lesz, mert y # z esetén lattuk a hatdértéket, y = = esetén pedig ha (x,z) — (a,a),

akkor a 423/2 fiigvvény folytonossaga miatt fog teljesiilni lim(g ) (a,0) G(7, 7) = G(a, a).




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. W csoport / feladatsor
Détum: 2016. mdjus 4. Munkaidd: 45 perc
Hallgaté Neptun kédja és neve: Gyakorlatvezeto:

1.) (2 pont: 3 j6 vélasz 2 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik 4llitds igaz, melyik nem?
a.) Az n x n-es szimmetrikus métrixok S, halmaza (”;'1
Osszes n X n-es valés matrixok R™*™ vektorterében.

b.) Ha A,B € R"*" és ABx = b minden b € R"-re megoldhatd, akkor BAx = b is
minden b € R"-re megoldhatd.

c.) Ha az N € R™" négyzetes matrixnak van n db. kiilonbozs sajatértéke, akkor
diagonalizalhato.

2.) (3 pont) Tekintsiik a Py = {Z?':o cjz? 1 ¢j € R} (legfeljebb negyedfoki polinomok)
vektorterét, és ebben a D : Py — Py, p(z) — zp'(z) leképezést! Mennyi lesz az ImD =
D(Ps) = Rp képtér dimenzibja?

) dimenzios alteret alkot az

1 0 -1
3.) (6 pont) Legyen A= |0 —1 0 |. Adjon meg egy olyan @) ortogondlis és egy
-1 0 1
D diagonalis matrixot, amelyekre A = QDQ”! Hatdrozza meg az A% matrixot!
1 0 3 1 0 1
4.) (5 pont) Legyenek A= [-1 2 0| ésB=|-1 2 -3].
1 1 4 1 1 1

a.) Invertdlja az A métrixot! b.) Oldja meg az AX = B mitrix-egyenletet!
z? — % + 23 + 98

5.) (4 pont) Hol van szakaddsa a T'(z,y) = 2
x )

fuggvénynek? Megszintet-

het6-e a szakadas?

Az alabbi értékelési tablazatot a gyakorlatvezetd tolti ki!

1.feladat | 2. feladat | 3.feladat | 4.feladat | 5.feladat || Osszesen




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. — Megoldasok — W csoport

1.) (2pont) a.) IGAZ. (Egy bézis az azon A7) matrixokbél allhat, melyeknek az ij-edik
és ji-edik eleme is 1; persze ha ¢ = j, akkor ez egyetlen f64tlébeli nem-nulla elemet jelent, ha
azonban ¢ # j, akkor egy két 1-est tartalmazé szimmetrikus métrixot. A baziselemek szama
ebbél lithatéan 1 +2+ - +n = ("31).)

1.) b.) IGAZ. (Ha A,B € R™" és ABx = b minden b € R"-re megoldhatd, akkor
B A nem-szinguldris matrix, és akkor A is, B is nem-szinguldris, ezért AB is nem-szingularis
métrix, és igy BAx = b is minden b € R”-re megoldhaté.)

1.) c.) IGAZ. (Eldadason tanultuk, hogy minden sajitértékhez létezik sajatvektor,
masrészt, hogy kilonbozé sajatértékekhez tartozd sajatvektorok rendszere linedrisan fligget-
len: tehat ha van n db. ilyen, akkor az bazis, és ha van sajatvektorokbdl allé6 bazis, akkor
erre a bazisra dttérve a métrix diagondlis.)

2.) (3 pont) Taldn a legegyszer(ibb a dimenzidtétellel kiszdmolni: dimIm D = 5 —
dimKerD =5 —1 = 4, mert zp'(z) =0 < p'(z) =0 & p = ¢ const., azaz Ker D = Py 1
dimenzids.

Persze ki lehet szdmolni kozvetleniil is: ha ¢(z) € Im D, akkor ¢(z) = z - p/(x), ahol
p'(z) tetszbleges legfeljebb harmadfoki polinom lehet (mert legfeljebb negyedfokd polinom
deriviltja legfeljebb harmadfoki, és minden legfeljebb harmadfokid polinomhoz van legfeljebb
negyedfoki polinom, ami a primitiv fiiggvénye) , azaz Im D = zP3, és dimIm D = dimzP5 =
dim P3 = 4.

3.) (6 pont) A karakterisztikus egyenlet:

A—1 0 1
detOI—A)=| 0 A+l 0 |=(Q+DAA—2)=0
1 0 A—1

Ebbél a A1 = —1, 5 = 0 és A3 = 2 sajatértékek adédnak. A Ay = —1 sajatértékhez tartozé
normalt sajatvektor az A matrix masodik oszlopabdl es = (0,1,0). A Ao = 0 sajatértékhez
tartozoé sajatvektorok az Av = 0 homogén linearis egyenletrendszerbdl szamithaték. Az egyen-
letrendszer egylitthatémdatrixanak redukdlt 1épcsés alakja Gauss-Jordan elimindcié utdn:

1 0 -1
01 0
00 O
Igy egy egységnyi norméju sajatvektor példaul a v = (1/v/2,0,1/+/2) vektor.

Mivel szimmetrikus matrix sajatvektorai ortogonalisak, ezért a harmadik sajatvektor meg-
hatarozhaté példaul vektoridlis szorzassal:

0 1/v2 1/v2
U)ZGQXU: ]_ X 0 = 0

0 1/v2 —1/V2

8



fgy a () ortogondlis és D diagonalis matrixok:

0 1/vV2 1/v2 -1 00
Q=11 o0 0 , D= 0 00
0 1/vV2 —1/v2 0 0 2
Az A0 mitrix az A métrix spektralfelbontdsa alapjan:
0\ /0\" 1/v2 1/v2\" 299 —2%
A = (=) ) (1) +2'°( o0 0 = o 1 o0
0/ \0 -1/v2) \-1/V2 —2% 0 2%

4.) (5 pont) Gauss-Jordan eliminiciéval keressiikk meg az inverz matrixot:

(1 0 3 | 1 0 0 103 1 00
So+ 81,8 — S Sy > S
120 01 0]2TPUBTG 9 3 1 1 o] 2T
|1 1400 1 — 011 ] -1o01]
103 | 1 0 0 103 1 0 0

-9 - —
011|—101S3 52011|—101513S3’5253
023 1 10 T o011 | 3 1 -2 —
100 | -8 —3 6 —8 -3 6 10 7
010 | -4 -1 3|, igy Al=|-4 -1 3|, X=4"'B=|0 1 2
001 ] 3 1 -2 3 1 -2 00 —2

5.) (4 pont) A fliggvény mindeniitt értelmezve van és folytonos is, ahol a nevez$ nem
nulla, azaz Dy = R? \ 0, és az origéban van szakadésa.

Itt megszuntethetd a szakadas pontosan akkor, ha van a figgvénynek limesze a pontban.
De limesz nem létezik, hiszen pl. az y = 0 (tehdt az z tengely mentén) tartva az origéhoz,
a fuggvényre T'(z,0) = 1 + x — 1, mig az y tengely mentén tartva az origéhoz T'(0,y) =
—1+y— -1



Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. U csoport / feladatsor
Détum: 2016. mdjus 4. Munkaidd: 45 perc
Hallgaté Neptun kédja és neve: Gyakorlatvezeto:

1.) (2 pont: 3 j6 vélasz 2 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik 4llitds igaz, melyik nem?

a.) A (pontosan) harmadfoki valés egytitthatés polinomok négydimenzids vektorteret
alkotnak a valés szamtest felett a pontonkénti 6sszeadasra és a skalarral valo szorzéasra nézve.

b.) Ha az A € R™™ maétrix olyan, hogy valamilyen B € R™*¥ métrixra az AX = B
métrix-egyenletnek végtelen sok X € R™** megolddsa van, akkor det(A4) = 0.

c.) Ha A, B € R™™ két nem-szinguldris matrix, akkor (4 + B)? = A? + 2AB + B2.

2.) (3 pont) Tekintsikk a Py = {Zj’:o cjz' ¢ ¢; € R} (legfeljebb negyedfokd poli-
nomok) vektorterét, és ebben az S : Py — Py p(z) — p(xr + 1) leképezést! Legyen M az
S transzformécié métrixa az 1,z, 2%, 23, z* bazisban! Hatdrozzuk meg, hogy M szinguldris,
vagy nem-szinguldris matrix-e?

1 0 -1
3.) (6 pont) Legyen B= | 0 2 0 [ ! Adjon meg egy olyan @ ortogonalis és D
-1 0 1
diagondlis métrixot, amelyre B = QDQ"! Hatarozza meg a B>° métrixot!
[—2 5 0 1 -1 2
4.) (5 pont) Legyenek A=|[0 3 —-1|éB=1|0 -3 1f.
1 -2 0 10 1

a.) Invertdlja az A métrixot! b.) Oldja meg az AX = B maétrix-egyenletet!
2,4
x

2 + y?

5.) (4 pont) Hol van szakaddsa a Q(z,y) = fiiggvénynek? Megsziintethets-e a

szakadas?

Az aldabbi értékelési tablazatot a gyakorlatvezetd tolti ki!

1.feladat | 2. feladat | 3.feladat | 4.feladat | 5.feladat || Osszesen
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Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - II. Zh. — Megoldasok — U csoport

1.) (2 pont) a.) HAMIS. (Ui. pontosan harmadfoki polinomok kiilonbsége lehet kisebb
foki, ami nem tartozik bele a megadott halmazba: pl. az azonosan nulla sem.)

1.) b.) IGAZ. (Ha ui. végtlen sok matrix-megoldds van, akkor valamelyik oszlopvektorra
is végtelen sok vektor-megoldas kell legyen: Ax() = bl) végtelen sok megolddsa pedig azt
jelenti, hogy A szinguldris matrix.)

2

|11 _|=1 0 9o |0 17 _
1) ¢.) HAMIS. (Pl A = k 1],3 =, | =@+ _.[_1 o =1
1 2 -2 -1 10 -2 0| ¢
. 2 2 _ ‘ 2 _
mig A +2AB + B® = [0 1] +2 [_1 0 ] + [2 1] = [0 2]. Altaldban, (A + B)* =

A? + AB + BA + B?, és ez csak akkor lesz = A? + 2AB + B?, ha AB = BA, amire az A, B
nem-szingularitdsgtél még semmi ok nincsen.)

2.) (3 pont) Az S : P, — P, leképezés linedris (S(p + q) = Sp + Sq, S(cp) = ¢Sp) és
képtere az Gsszes polinom Py-bol (mert a leképezés lathatdan invertalhatd is: tetszdleges g(x)
polinomra (S~ 1¢)(z) = g(« — 1), hiszen g((z + 1) — 1) = ¢(z)), tehdt a rangja dimIm S = 5.
Ezért a nulltere {0} (csak az azonosan 0 polinom), és a matrixa barmilyen bazisban nem-
szingularis.

11111
01 2 3 4
Egyébként az adott bazisban a matrix M = [0 0 1 3 6].
0 001 4
000 01

3.) (6 pont) A B matrix karakterisztikus polinomja:

A-1 0 1 N
det(A] — A) = det 0 x-2 0 :()\—Q)det< 1 )\_1)
1 0 A—1

Igy a karakterisztikus egyenlet AA —2)2 =0, és a sajatértékek A\ =0 és Ay = A3 = 2.

A célunk a tovabbidkban egy, a B matrix sajatvektoraibdl 4116 ortonormalt bézis megke-
resése. (Mivel a B métrix szimmetrikus, ezért tudjuk, hogy van ilyen.)

A A\ = 0 sajatértékhez tartozo sajitvektorok a Bv = 0 homogén linedris egyenletrendszer
megolddsai. Az egyitthatématrix redukélt lépcsds alakja

10 —1
01 0 |,
00 0

amibdl az egyetlen egységnyi normajt sajatvektor v = (1/v/2,0,1/v/2).
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0 0
1] =211] adédik és
0 0
igy w = (0,1,0) egy, a A\; = 2 sajatértékhez tartoz6 sajatvektor, ami mellesleg megkaphat6 a
(B — 2)w = 0 homogén linedris egyenletrendszer megoldasaként is.
Mivel tudjuk, hogy szimmetrikus matrix kiillonboz6 sajatértékeihez tartozd sajatvektorok

ortogonalisak, igy a harmadik normalt sajatvektor legegyszeriibben vektoridlis szorzassal

1/v2 0 —1/v2

szamolhatd: v X w = 0 x|1]= 0
1/vV2 0 1/v2

Ekkor @ az ortonormalt sajatvektorokbdl all6 ortogondlis matrix, D pedig a sajatértékekbdl
allé diagondlis matrix (sorrendre tekintettel!):

A B miétrix mésodik oszlopa a (0,1,0) vektor képe, amibél B

1/vV2 0 —1/V2 000

Q= 0 1 0 , D=[020
1/vV2 0 1/v2 0 0 2

A B mitrix a B = QDQ?! sajatfelbontés alapjan szamolhaté:

B50:QD50QT:

1/vV2 0 —1/v2 0 0 0 1/v2 0 1/v2
0o 1 0 0 2% 0 0 1 0 =
1/vV2 0 1/v2 0 0 2% ~1/vV2 0 1/V2
0\ [0\~ —1/V2\ [-1/v2\" 249 o

201 (1] +2% 0 0 = 0 2% 0
0/ \0 1/v2 1/v2 —24 0 2%

4.) (5 pont) Az inverz mdatrixot Gauss-Jordan elimindciéval szdmitjuk ki:

-2 5 0 | 100 1 -2 0 | 001 1 -2 0 | 0
0 3 -1 ]o010%2% 0o 3 —1]010[%20 3 -1]0
1 -2 0 | 001 -2 5 0 | 100 0 1 0 |1
1 =2 0 | 00 51105, 00 | 2 0 5 100 | 2
205010 1 0 | 10 2] sn|o1 0 | 1 0 2[CU%lo10 |1
0 3 -1 1010 00 -1 | =31 —6 001 3

2 0 5 7 -2 9

Ebbsl A l=[1 0 2|, X=A"'B=1|3 -1 4

3 -1 6 9 0 11

5.) (4 pont) A fiiggvény mindeniitt értelmezett és folytonos is, ahol a nevezé nem 0,
azaz Dg = R?\ {0}. Ebben a pontban a szakadds akkor megsziintethetd, ha P = (z,y) — 0
esetén van hatarértéke a fuggvénynek (és ekkor ezzel az értékkel kell a fiiggvény értelmezését

kiterjeszteni az origéban, hogy az folytonos legyen).
2
x
Vegyiik észre, hogy R korlatos fiiggvény az egész R?-ben, (konkrétan az abszoltt
e Ty

értéke < 1), mig (z,y) — (0,0) esetén y* — 0, tehat ez egy "korlatos -0” tipusi hatdrérték,
aminek az értéke 0. Ezért a szakadds megsziintetheté (Q(0,0) := 0 definiciéval).
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