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1. Komplex szamok

1.1. Miiveletek algebrai alakban

1.1. Feladat. Irjuk a kovetkezd komplex szdmokat a + bi alakba.
a) (14 4:)(4 — 21)

1—1

h) (2 +4)37(2 — )38

1.2. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket.
a) 2*—22-6=0

6

b z+5—|—f 0

)

) 22 —=2iz—5=0

d) 224+ (2+3i)z2—1+3i=0

e) 22+ (1—2i)—2i=0
)
)
)

o

f) lz|l+z=2+1
9) (J¢|=1)i+3=2
h) iz2+Rez+Imz=0

1.2. Trigonometrikus alak

1.3. Feladat. Irjuk a kovetkezd komplex szdmokat trigonometrikus alakba.

a) 141



1.4. Feladat. Irjuk a kovetkezd komplex szdmokat algebrai alakba.
a) 4 (COS 5 +isin %)

b) 4 (cos ¥ + isin i

V2 (cos 2 + isin 2% )

2 (cos (—3) +isin (-7))

3 (cos (—7) +isin (-7))

:) 5. Feladat. [rjuk a kivetkez8 komplex szémokat algebrai vagy trigonometrikus alak-
a.

c

)
)
d)
)

e

(=1 =) + 500

1.6. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket, és adjuk meg a megoldast algebrai
alakban.

a) 22 +1=0
b)
c)
d)

22 —22=0
22— iz +3+2i=0
322 —i224+3iz4+6—i=0

1.7. Feladat. Szamoljuk ki az (g) — (g) + (Z) — (2) + ... Osszeget.



2. Vektorok

2.1. Linearis fiiggetlenség

2.1. Feladat. Linearisan fiiggetlenck-e az a, b, ¢ vektorok?

—4 0 —4
a= 2|, b=14|, c=|6
1 3 4

2.2. Feladat. Legyenek a, b, c linearisan fiiggetlen vektorok. Linearisan fiiggetlenek-e
az alabbi vektorok?

a) r=a+b+c,s=-2a—2b—2c,t=2a—-5b+c

b) r=a+b+c,s=b+c,t=a+c
c)r=3a—b-c,s=2a+b+2c,t=a—2b—3c

d) v =2a+ 3b, w = 4a + ab, ahol a € R paraméter

e) v=2a+ab+c, w=4a+ 2ab + 2c, ahol a € R paraméter

f) v=oaa+2ab+c, w = fa+ 4ab + 2c, ahol «, € R paraméterek

2.3. Feladat. Bontsuk fel a v vektort az a, b és ¢ vektorokkal parhuzamos ¢sszetevokre.

9 2 —1 1
v=|-9|, a=|-1|, b=|3]|, c=|0
10 1 0 7

2.2. Skalaris szorzat

2.4. Feladat. Az a és b vektorok szége %, abszolit értékiik |a| = 3 és [b| = 4. Szdmitsuk
ki az alabbi skalaris szorzatok értékét.

a) ab

b) a

c) b?

d) (a+b)?

e) (a—b)?

f) (3a —2b)(a+ 2b)

g) (3a+ 2b)?

2.5. Feladat. Mennyi legyen ¢t € R értéke, hogy az
3 12
a=|—-6/, b=14

1 t

vektorok merdlegesek legyenek egymésra?



2.6. Feladat. A z-tengely melyik pontjabdl latszik az A(1,0,0), B(0,1,0) pontpar 30°-
os sz0g alatt?

2.7. Feladat. Az a, b, c egységvektorok 0sszege 0, és barmely ketto ugyanakkora szoget
zar be egymassal. Mekkora ez a sz6g?

2.8. Feladat. Bontsuk fel az a vektort a b vektorral parhuzamos, és ra merdéleges
Osszetevokre.

3 2
a) a=|—6|, b=|-2
9 1
3 4
b) a= (2|, b=|-2
2 2

2.3. Vektorialis szorzat

2.9. Feladat. Hozzuk egyszeriibb alakra.

a) (a+b)x(a—Db)

b) (3a—Db) x (b + 3a)

c) (a—2b+c) x (3a+ 10b — 7c)

2.10. Feladat. Szamitsuk ki a kifejezések értékét.

a) (ixj)?

b) (2i x 3j)?

¢) [(3i—j) x (i x 2]’

2.11. Feladat. Szamitsuk ki az A = (1,0,—2), B = (4,3,8) és C = (0,—4,6) csticst

haromszog teriiletét.

2.12. Feladat. Egy kocka egyik csticsa az origd, két vele szomszédos cstics pedig (1,4, 8)
és (8, —4,1). Szamitsuk ki a harmadik origéval szomszédos cstcs koordindtéit.

2.4. Vegyes szorzat

2.13. Feladat. Dontstik el, hogy az A = (1,2,—1), B = (0,1,5), C = (—1,2,1) és
D = (4,1, 3) pontok egy sikba esnek-e.

2.14. Feladat. Mennyi az A = (2,—1,1), B = (5,5,4), C = (3,2,—1) és D = (1,2,3)
csucsu tetraéder térfogata?



3. Térbeli koordinatageometria

3.1. Feladat. Adjuk meg alabbi feltételnek eleget tevd sik egyenletét.
a) Hleszkedik a P = (0,—1,2), Q = (2,—1,1) és R = (4,3, —2) pontokra.
b) leszkedik az A = (1,5,2) pontra és parhuzamos a 7z — y + 3z + 2 = 0 egyenleti
sikkal.

c) Hleszkedik az A = (—2,3,1) és B = (4,2, —1) pontokra, és meréleges a 3x—y+z—3 =
0 egyenletii sikra.

d) Tleszkedik a P = (—2,1,0) pontra és az z — 2 = %, z = 2 egyenletrendszeri
egyenesre.

e) Illeszkedik az x =t +3, y=2t —1, 2= —tésazax =2t,y=4t+1, 2 = =2t + 4
egyenletrendszerii egyenesekre.

f) Mleszkedik az v =2t +2, y =t -5, z=3ésazax=—t+1,y=2t—3, z=1+14
egyenletrendszerii egyenesekre.

g) Tartalmazza az =y — 1 = z egyenletrendszerii egyenest és merdleges a 2x —

y + z = 0 egyenletii sikra.

h) Tartalmazza a x 4+ 4y — 2z = 3 és az y — 3z = b egyenletii sikok metszésvonalat, és
meroleges az x — y — z = 0 sikra.

3.2. Feladat. Adjuk meg alabbi feltételnek eleget tevl egyenes paraméteres egyenle-
trendszerét.

a) Mleszkedik az A = (—2,5,1) pontra és parhuzamos az a = (—1, 2, 3) vektorral.

b) Ileszkedik az A = (1, —2,2) pontra és merdleges az « + y + z = 7 egyenletii sikra.

c) Ileszkedik a 3z +y — 2+ 1=0és x + y + z = 0 egyenletii sikokra.
)

d) MerOlegesen metsziaz v = 1-3t,y = —4+4t, 2 = 1+t ésazorx—4 = —y—2 = —242

egyenletrendszerii egyeneseket.

e) Illeszkedik az A = (2,5,—1) pontra és parhuzamos az 3z +y —z+ 1 = 0 és az
x + 1y + z = 0 egyenletii sikokkal.

3.3. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi alakzatoknak az x —y + 2z = 9 egyenletii sikra
vonatkozo tiikortképét.

a) az A = (4,-3,5) pont,

b) azx =1—2t, y =3+ 2t, z = —4 — 9t egyenletrendszerii egyenes,
c) azx =1+t y=3+1t, 2= —4 egyenletrendszerii egyenes,

d) az x + 2y + 2z = 3 egyenletii sik,

e) a2x — 2y + 2z = 4 egyenletii sik.

3.4. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi alakzatoknak az x = 3t, y =5t -7, 2 = 2t + 2
egyenletrendszerii egyenesre vonatkozo tikortképét.

6



az A = (2,-1,3) pont,

az x = y = z egyenletrendszerii egyenes,
az v +y + z = 1 egyenletti sik.

az 3x + by + 2z = 3 egyenletii sik.



4. Hatarérték és folytonossag

4.1. Sorozatok hatarértéke

4.1. Feladat. A definici6 alapjan ellenorizziik a hatarértékeket.

sinn
=0

a)li_}m
n—oo  n

2n% +3
n° + )

b) 1

) Mm

¢) lim n® —n? = o0
n—oo

d) lim n2™" =0
n—oo

4.2. Feladat. Szamoljuk ki a hatarértékeket.

n—l

)
o) Mm

b i n® —216n%>+n —2
im
n—oo —n8 4 500nt + 86
) n22 + 18n18
2 A, 8n?2 — 4n?
2" +82n7 + 23610
d) lim
n—oo —14n25 4 2n8 4+ 3
5" 4+ 401n + 402
n—oo 220 4 — 88

g) lim (\/4n—3—\/n+9)

n—oo

h) lim (\/2n2+5n—3— V/2n2 —n)

n—oo  2hnn

n??® 4+ 8nV3 + \/n + 12

) 1
J) n—00 n?+5n—7
k) lim nor

n—oo 23 — 1
D 9¢/n —3v2n+1
im
n=oo Yn++/3n

1 2
m) lim 0g5(n?) +3
n— logs(n) — 1




TL) nh_>nolo n2n—3n2
) i T +n"+7
0 1m
n—oo 220 4 (2m)2 4 2

P Ji (V7

q)Jg&(3n3—3n+3—-3n3+1zm2—1)

4.3. Feladat. Szamoljuk ki a hatarértékeket.

3 n
q) mn<Vﬁ+ )
)i n2—n+1\"
im
b\t
1 4n?
li 1
1 Jim (14 2)
) n?+2n—5\2""
im
VB \ 2 rnt1
s 99n
h) i,
i) lim V99199
i) Jiny VTS
k) lim vn?+3n—2
n—oo

m) lim */n

n—oo
n) lim V/n!
n—oo

4.4. Feladat. Szamoljuk ki a hatarértékeket (nehezebb).
| g L2
a) lim
n=oe (n +5)(n + 10)




n—oo 2n

1
d) lim — log, ( n) (itmutatas: mutassuk meg, hogy a 22" = Zizon(%ﬁ) osszeg leg-
n
nagyobb tagja (?))

) (Wtmutatas: feltéve, hogy a sorozat kon-
vergens, allapitsuk meg, hogy mi lehet "a hatarértéke, majd mutassuk meg, hogy a

sorozat egy bizonyos indextdl kezdve monoton és korlatos)

1
¢) Jim ay, ahol ap = 1, aner = 5 (4, +

n

n!
f) nh_}rgo —— (ttmutatds: mutassuk meg, hogy ha minden n esetén a,, > 0 és ¢, = “*
n n

konvergens, akkor lim,, . {/a, = lim, . ¢)

4.2. Fiiggvények hatarértéke

4.5. Feladat. Hatarozzuk meg a fliggvényhatarértékeket.
, 20 +1
o) lim —>—

3 2
b) lim (m; _x>

241

10



sin 3x

[) lim —
z—0 8in bx

tanx

m) lim
=5 20 — T

1 ——cosz

n) lim
) z—0 2

0) liH(l] V1i+zx
T—

p) lim arctanz
r—+oo

sinsin x

q) lim —
z—=0 sSInx

r) lim xze®
T—>—00

s) lim zlnx
z—0+

4.3. Folytonossag

4.6. Feladat. Hol vannak és milyen tipusiak a fiiggvény szakadasi helyei?

) @) = S
b fla)= o

) fa) =12

4) () = sin

) flay = SIS
B f(z) = |2]
i) flo)=e+
j) fla)=e
7

x? ha x < —1 vagy = > 2,
flx) =
Ar+ B ha-1<zx<2

fliggvény folytonos legyen.

11



4.8. Feladat. Mutassunk példat olyan R — R fliggvényre, amely

a) minden pontban folytonos,
b

) semelyik pontban sem folytonos,
c¢) pontosan egy pontban nem folytonos,
)

d) pontosan egy pontban folytonos.

12



5. Differencialszamitas

5.1. Derivaltfiiggvény, differencialhatosag

5.1. Feladat. Szamoljuk ki a megadott fiiggvények derivaltjat a megadott pontban a
definicié alapjan.

a) flx) =2 —x+3, 20=—1

b) flz)=+2x =5 29> 3

2z —1
= — P 3

) fa) =2y

d) flz)=v2r—1,20=1

e) f(z)=z], 20 =0

5.2. Feladat. Szamoljuk ki a kovetkez6 fliggvények derivaltfiiggvényeit.

W) fa) =o'+~ Vi

b) f(l’):lj';\/g

¢) f(z)=cotz-e® xr—3

d) f(x)=¢€"+a2°+e°
2+ 2z — 1

¢) flz) = "+ 2r+1

f) f(z) = sin(2z — 1)

9) [f(x) = tan(mz)

h) f(e) = e

i) f(r) =sinaz? +sin®z

J) f(x) =1In(e® +e7)

B fo) = o+ ¥z
arctan X

I J@) = arsinh /=

m) f@) = Yo+ o+ va

n) f(r) =sgnx

0) f(z) =xsinzcosx

p) f(z) =sin®z + cos’x

) f) = ——

13



) flw) = (sin(z) +2)7

u) f(x) =sinV3z

v) f(z)=xlnz —x

w) f(z) = arctan vl

r—1

7) f(x) = logy(22” — 4a?)
y) fla) =a*

2) flz) =a"
5.3. Feladat.

Hatérozzuk meg az f(r) = x?%e® fiiggvény n-edik derivaltfiiggvényét.

5.4. Feladat. Hatarozzuk meg az A, B, C, D valos paramétereket gy, hogy az
—1 ha r < —1,
flx)=RAx® 4+ Ba? +Cox+D ha —-1<z<1,
1 ha x> 1

fliggvény mindenhol differencialhaté legyen.
5.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy az
1
e 22 hax#0,
xTr) =
/@) {0 haz =0

fiiggvény végtelen sokszor differencialhato.

5.2. Hiperbolikus és inverz fiiggvények

5.6. Feladat. Mutassuk meg az alabbi azonossagokat.
a) arsinhz = In(z + V1 + 22)

: . x
b) tanharsinhz = =
¢) arctansinh z = arcsin tanh z

5.7. Feladat. Derivaljuk az alabbi fiiggvényeket.
a) f(x) = arsinh z*

1
b x) = artanh —
T

o

) f(x)
) f(x) = arsinh(sin 3x)
d) f(x)

x) = exparcosh x

14



5.3. Zart intervallumon folytonos fiiggvények, kozépértéktételek

5.8. Feladat. Hatarozzuk meg a fiiggvény abszolit maximumat és minimuméat a megadott
intervallumon.

a) f(z)=2*+62* — 15z + 3, [~6, 6]
b) f(z) = Va2, [-1,§
&) F(2) = ze™®, [172,5]
d) f(z)=2*Inz, [1,]
¢) f(z)=e", [-1,2]

s 22

gvényekkel, a megadott intervallumokon.
a) f(z) =32 -5, [-2,0]
1
b =—, |-1,1
) f@) = L1
C) f(l’) = \3/57 [_178]

5.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy a 32° + 15z — 2 = 0 egyenletnek pontosan egy
valos gyoke van.

5.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden z,y € R esetén [sinz — siny| < |z — y|

5.4. Erinté

5.12. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények grafikonjanak érintéjét az adott
T abszcisszaji pontban.

a) f(x) =sinyz, 1o = 72
b) f(z) =28z, 20=3

5.13. Feladat. Irjuk fel az y = In(22+1) gorbének az y = 142 egyenessel parhuzamos/meréleges
érintGinek egyenletét.

5.14. Feladat. Milyen dsszefiiggés 4ll fenn a,b és ¢ kozott, ha az f(z) = az® + bxr + ¢
egyenletli parabola érinti az x-tengelyt?

5.15. Feladat. Milyen szogben metszi egymast az zy = 12 és az 2° +y* = 25 egyenletii
gorbe?

5.5. Fiuggvényvizsgalat

5.16. Feladat. Hol vannak f zérushelyei? Hol szigorian monoton nové, illetve csokkeno
a fiiggvény? Hol vannak lokalis széls6értékei? Hatarozzuk meg hol konvex, illetve konkav,
hol vannak inflexios helyei! Hatarozzuk meg az aszimptotait majd vazoljuk a grafikonjat!

a) f(z)=2*—62"+ 11z — 6

15



b) f(x) =sin“z
¢) f(x)=2"Inx
d) f(o)=e"

e) f(x)=ze®

£ f@)=o+ -
g) f(z)=tanhx
n f@) = 10
i) fla) = e
D@ =
k) fz) =

5.17. Feladat. Abrizoljuk az f(x) = ax® + bx® + cx + d figgvényt, ha a,b,c,d € R,
a # 0 paraméterek.

5.6. Taylor-polinomok

5.18. Feladat. Irjuk fel az f fiiggvény z, ponthoz tartozé n. Taylor-polinomjat.
a) f(x)=(r—-2)2 20=3,n=3

b) flz) =€, 20=0,n=4

c) f(z) =sinz, ro = m, n tetszOleges

5.19. Feladat. Az f(x) = e” fiiggvény zo = 0 ponthoz tartozé Taylor-polinomjai koziil
melyek kozelitik az f fiiggvényt a [—1, 1] intervallumon 2 tizedesjegy pontossiggal?

5.20. Feladat. Szamitsuk ki v/29 értékét a négy alapmiivelet segitségével, 10~2 pon-
tossaggal.

5.7. Szoveges szélséérték-feladatok

5.21. Feladat. Egy téglalap alakt, 1 x 2 méteres kartonpapirboél felil nyitott, téglalap
alaki dobozt hajtogatunk gy, hogy a papir négy sarkabdl négy egybevagd négyzetet
vagunk ki, majd felhajtjuk a doboz oldalait. Mekkora négyzeteket kell kivagnunk, hogy
a doboz térfogata maximalis legyen?

5.22. Feladat. Egy épiilo atlétikapalyan két parhuzamos egyenes szakaszbdl és az Oket
0sszekoto félkorivekbol all a futépdlya. Hogyan kell kialakitani a pélya alakjat, hogy
a futépalya hossza 400 méter legyen, és a leheté legnagyobb teriiletii téglalap alaku
focipalya férjen el a belsejében?

5.23. Feladat. Egy derékszogii haromszog atfogoja 10 cm. Maximum mennyi lehet a
tertilete?

16



6. Integralszamitas

6.1. Primitiv figgvény

6.1. Feladat. Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényeket.
4+7 4
2) / + 7o+ 2t + \/z e

2

2

x
b) /$2+1dx

h) /sin(?x) dz
7) /sinQ(:C) dz
7) /cos3(x) dz

k) / sinh®(z) dz

sinh z

v/ cosh x

1
m) / —— dx
sinx

6.2. Feladat. Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényeket.
a) / r2e” dr

b) /:z:cos(:c) dz

c) /sin(x) cos(2x) dx

d) / In(z)dx

e) /ex sinx dx

[) dz

17



f) / In?(z) da

9) / arcsin(z) dz

h) / VI—a2dz

Q) / V3422 + 22 da

6.3. Feladat. Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényeket.

a) /mdx
b) /(3—2x—x2)%dx

c) /x\/%dx

6.4. Feladat. Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényeket.
1
d
%) / g0
1
b) / xt + 22 de

3 _
c)/aj 3dm

3 —x

dx

x4+ 62 — 1122 —8xr —1
d)/ 2 —x—2
3

1—2z
¢) /$5+2x3+xdw

f)/ e’ +1

—dz
e2r L er 42
2x

e
9) /639”—1—1(136

h) /i;ﬁdx

1
) d
Z) /sinx—i—cosx—Q .

6.2. Hatarozott intergal alkalmazasai

6.5. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezd sikidomok tertiletét.

a) alog 7 fiiggvény grafikonja, az x tengely, az v = 1 és x = e egyenesek altal hatarolt
korlatos sikidom

b) y =% és y =1 — x? gorbék altal hatdrolt korlatos sikidom

18



c) egységkor

6.6. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi gorbék ivhosszat.

a) y=3(2®—1), z e [-1,1]

b) y=logz, x € [v2,V8]

c) x(t) = tcost, y(t) = tsint paraméteres gorbe a 0 < ¢t < 271 paraméterértékek kozott
d) egységkor

6.7. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi egyenletli gorbeivek x tengely kortili megforgatasa-
val keletkezo forgéas és a megadott intervallum végpontjaiban az x tengelyre merdlegesen
allitott sikok altal hatarolt forgastestek térfogatat.

a) y=x—1/xz, [1,3]
b) y = sinz, [0, 27]
c) y=v1—2a% [-1,1]

6.8. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi egyenletli gorbeivek x tengely kortili megforgatésa-
val keletkez6 forgasfeliiletek felszinét.

a) y =+, zel0]

b) y=sinz, z € [0, 7]

¢) y=+1-22 [-1,1]

6.9. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi sikidomok tomegkozéppontjat.
a) y=123 y=0, x =1 gorbék 4ltal hatarolt korldtos sikidom

b) negyedkor

6.3. Improprius integral

6.10. Feladat. Szamitsuk ki az aldabbi improprius integralok értékét.

a) /oo e “dx
0

b) /OO e dx
0

1
c)/ 723 dx

-1
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h) /;O

1

zlogz

dx
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