Matematika Ala — 2019. december 16.
Elmélet (5 x 3 = 15 pont)

1. Mikor nevezink egy fiiggvényt invertalhaténak?

Megoldds. Egy f : Dy — R fiiggvény (D; C R) invertalhatd, ha az értékkészletének minden
elemét egyszer veszi fel, azaz f(x1) = f(x2) esetén xq = xs.

2. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos fuggvény, akkor felvesz minden f(a) és f(b) kozotti
értéket.

3. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.
Megoldds. Ha az f : [a,b] — R fiiggvény az [a, b]-n folytonos és (a,b)-n differencialhatd,

akkor van olyan z € (a,b) bels6 pont, amire
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4. Mondja ki a Newton—Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R integrélhaté [a, b]-n, és F : [a,b] — R primitiv fiiggvénye f-nek
az (a,b)-n (azaz F differencidlhaté (a,b) — n, és itt F'(z) = f(x)), tovabbd F folytonos
[a, b]-n, akkor

5. Definialja a hatarozatlan integral fogalmat.
Megoldds. Az f: I — R (I C R nyilt intervallum) hatérozatlan integréalja az 6sszes primitiv

fiiggvényének halmaza. Jelolés: / f(z)dx

Feladatok (7+ 7+ 10+ 7+ 74 7 = 45 pont)

1. Invertdlhaté-e az f(x) = fj;fg fiiggvény? Ha igen, adja meg az inverzét.

Megoldds. Az f(x) = y egyenletet kell megoldani az y € R paraméter fiiggvényében: f
akkor invertalhatd, ha mindig legfeljebb 1 megoldas van és az inverz értéke az y pontban
ez egyenlet megoldédsa (ha létezik). Azonos atalakitasokat végziink:
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ha y # —1, tehét invertdlhato, Dy =R\ {—£} és
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2. Egy teherautd iizemeltetésének koltsége éranként %U2 forint, ha a sebessége v km/h. A

gépjarmiivezetd bérkoltsége oranként 5000 forint. Milyen sebesség mellett minimalis a
teherautéval torténo szallitds kilométerenkénti teljes koltsége?
Megoldds. Ha a jarmii v sebességgel halad, akkor egy kilémétert % ora alatt tesz meg, ennek
a koltsége f(v) = % (%112 + 5000) forint. Ennek a fiiggvénynek a minimumét keressiik a
(0,00) intervallumon. Az elsérendii sziikséges feltétel szerint lokdlis minimum a derivalt
zérushelyeinél lehet:

Flv) = (1@ n 5000)’ 15000
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ez akkor 0, ha v = 100. Mivel f”(v) = 100@ az egész intervallumon pozitiv, ez valoban
globélis minimumhely.
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3. Végezze el az f(x) = z(4 — z)? fiiggvény teljes fiiggvényvizsgdlatdt (értelmezési tartomény,
zérushely, paritas, periodicitds, hatarértékek, aszimptotdk, monotonitas, lokalis szélsoérté-
kek, konvexitas, dbrazolas, értékkészlet).

Megoldds. Dy = R, nem paros, nem paratlan, nem periodikus. A zérushelyek 0 és 4. A
hatarértékek
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lim f(z)= lim —a* (1 — ) = —00.
A derivaltak
fllw) =l -2 +2-3d-2)* (-1) = ~4(z — 4)*(z - 1)
f'(x)=—4-2(x —4)(x —1) —4(x —4)* = —12(z — 4)(z — 2),
f zérushelyei 4 és 1, f” zérushelyei 4 és 2. Az el6jeleket a kovetkezo tablazat foglalja ossze:
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lim M = lim —2° (1 — ) = Foo,
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tehdat egyik irdnyban sincs ferde aszimptota. A maximum f(1) = 27, igy Ry = (—o0; 27],
grafikon:
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4. Szamitsa ki a kovetkezo integralt.

tan x
/ 3 dx
cos® x




Megoldas.

3

tanx _ 4 cos °x 1
/Cos?’xdx = —/—sm(x)cos (x)dx = — 3 T 3o n +C.

. Hatdrozza meg az y = 23 és y = /& egyenletii gorbék altal hatarolt sikidom z > 0,y > 0
siknegyedbe es6 részének teriiletét.

Megoldds. Elészor a gorbék metszéspontjait hatdrozzuk meg y = 23 és y = J/x egyen-
letrendszer megoldasaval. y kikiiszobolése és harmadik hatvanyra emelés utdn =z = 27,
azaz 0 = x(2® — 1) adddik, aminek nemnegativ megolddsai 0 és 1. A [0;1] intervallumon

Vx> a3, tehét a teriilet
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. Szamitsa ki az f(x) = ze™™, x € [0, 1] fiiggvény grafikonja alatti teriilet = tengely kortli
megforgatasaval adodoé forgastest térfogatat.

Megoldds. A térfogatot 7f? integraldsaval kapjuk, az integralt a parcidlis integralds mod-
szerével lehet kiszamitani:
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