Matematika Ala — 2020. januar 6.
Elmélet (5 x 3 = 15 pont)

1.

Definidlja az inverz fliggvény fogalmat.

Megoldds. Egy f: Dy — R invertalhat6 fiiggvény (D C R) inverze az az f~' : Ry — Dy
figgvény, amelyre f~!(f(z)) = x minden x € Dj-re.

Definidlja azt a fogalmat, amelyre a lim f (x) = —oo jelolést hasznaljuk.
T—T0
Megoldds. Az f: Dy — R fuggvény (Dy C R) hatérértéke az zy pontban —oo, ha minden
K € R-hez létezik 6 > 0, hogy 0 < |x — xo| < § esetén = € Dy és f(x) < K.
Ismertesse a lokalis szélsoérték létezésének elsorendii elégséges feltételét.

Megoldds. Ha az f : Dy — R differencialhaté fuggvényre (Dy C R) f'(x¢) = 0 és zp-ban
elojelet valt a derivalt fliggvény, akkor a fliggvénynek zg-ban lokalis szélsoértéke van.

Definialja a primitiv fiiggvény fogalmat.

Megoldds. Az f : I — R (I C R nyilt intervallum) primitiv figgvénye F' : I — R, ha F
differencialhaté I-n és F'(z) = f(z) minden x € [ esetén.

Hogyan lehet kiszamitani egy forgastest palastjanak a felszinét?

Megoldds. Az f : [a,b] — R, differencidlhaté fliggvény grafikonjat az z tengely kortl
b

megforgatva kapott forgastest palastjanak felszine 27 / f(@)\/1+ f/(x)?de.

Feladatok (7+ 7+ 10+ 7+ 74 7 = 45 pont)

1.

Hatarozza meg az

f(o) = {arctani ha z € R\ {0,1}

7 ha z € {0,1}

fliggvény szakadasi helyeit és azok fajtait.

Megoldds. Ha = € R\ {0,1}, akkor a fliiggvény az arctan L fiiggvénnyel egyezik meg, tehdt
folytonos. Az x = 1 pontban a hatarértéke

. : 1 T
:1B1g% f(z) = glﬁlﬁnq arctan e arctan 1 = T

tehat létezik és nem egyenlo a helyettesitési értékkel. Itt megsziintethetd szakadasi hely
van.
Az x = 0 pontban a hatarértékek

1
lim f(z) = lim arctan — = lim arctant = g

z—0+ z—0+ €T t—o00

: , 1 : T
lim f(x) = lim arctan — = lim arctant = ——.
r—0— z—0— Tr  t——o0 2

Mindkét oldalrél létezik és véges a hatarérték, de kiilonboznek, igy ebben a pontban a
fliggvényken ugrasa van.

Egy iizemben havi z darab termék el6éllitasanak teljes koltsége 25000 + 1022 forint, az
elkésziilt termékeket darabonként 5000 forint aron lehet értékesiteni. Milyen mennyiség
mellett maximalis a nyereség?



Megoldds. x darab termék el6allitasa esetén a teljes arbevétel 5000x. A bevétel és a koltség
kiilonbsége f(z) = 5000x — 25000 — 1022, ennek a fiiggvénynek keressiik a maximumat a
(0, 00) intervallumon. Az elsérendii szitkséges feltétel szerint lokélis maximum a derivalt
zérushelyeinél lehet:

f'(x) = 5000 — 20z,

ez akkor 0, ha x = 250. Mivel f”(x) = —20 < 0, ez valéban globalis maximumhely.

3. Végezze el az f(x) figgvény teljes fiiggvényvizsgalatat (értelmezési tartomény,

T + e
zérushely, paritas, periodicitds, hatarértékek, aszimptotdk, monotonitas, lokalis szélsoérté-

kek, konvexitas, dbrazolas, értékkészlet).

Megoldds. Dy = R, nem paros, nem paratlan, nem periodikus, nincs zérushelye. A hatar-
értékek

: .1 5
Jin fle) = Jim ety =0
5
li = i =5

mivel lim,_,.o e ™ = lim,_,_, e* = 0. A derivaltak

ion . oe”
f (.T) - (1+6x)2
() = C5e"(L4e")? —5e” - 2(1+e")e”  Se"(e” — 1)

(1+e)! (e
/" sehol nem 0, f” zérushelye z = 0. Az el6jeleket a kovetkezd tablazat foglalja Ossze:
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Mindkét irdanyban vizszintes aszimptota van (y =5 és y = 0). Ry = (0;5), grafikon:

5,

4. Szamitsa ki a kovetkezo integralt.



Megoldas.

(\/5"‘1)2 / —-3/2 1 1/2 2

. Szamitsa ki a kovetkezo integralt.
™
/ xsinx dx
0

Megoldas.

T

™ ™
/ rsinzdr = [~z cos x] / (—cosx)dr = [—zcosx +sinz]; = .
0 0

. Szamitsa ki a kévetkez6 integralt.

o0 1
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/1 z(z+1) ‘

Megoldas. Az integrandust parcialis tortekre bontjuk, azaz olyan A, B € R szamokat kere-
stink, amellyel

1 A B

z(z+1) a:+:p+1

azonossag. Szorozzuk meg mindkét oldalt a kozos nevezével: 1 = A(x + 1) + Bx = (A +
B)x + A, a kapott két polinom akkor egyenls, ha 0 = A+ B és 1 = A, azaz B = —1. Az
integral ezzel

o0 1 b 1
/ —dx = lim/ —dx
1 z(z+1) b—oo J1 x(x + 1)
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= lim <1 ! )dm
bmooJ1 \x T +1
= lim [In(z) — In(z + 1))}
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= blim (In(b) —In(b+ 1) — In(1) + In(2))
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= lim In 2b
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= lim In —— = 1n2.
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