Matematika Ala — 2020. januar 20.
Elmélet (5 x 3 = 15 pont)

1. Mondja ki a kis Bézout-tételt.

Megoldds. Ha xy gyoke egy p(x) polinomnak, akkor a hozzé tartozd x — x¢ gyoktényezd
kiemelhetd, azaz létezik olyan ¢(x) polinom, hogy p(z) = (z — x¢)q(x).

2. Definialja azt a fogalmat, amelyre a l_i>r_n f(x) = —oo jelolést hasznéljuk.
Megoldds. Az f : Dy — R fuggvény (Dy C R) hatarértéke —oo-ben —oo, ha minden
K € R-hez létezik L € R, hogy x < L esetén x € Dy és f(z) < K.

3. Mikor neveziink egy fliggvényt differencidlhaténak?

Megoldas. Egy f : Dy — R fiiggvény (Dy C R) differencidlhaté, ha minden xy € Dy
pontban differencidlhatoé.

4. Definialja a hatarozatlan integral fogalmat.
Megoldds. Az f: I — R (I C R nyilt intervallum) hatérozatlan integrélja az 6sszes primitiv
fiiggvényének halmaza. Jelolés: / f(z)dx

5. Hogyan lehet kiszamitani egy valos fiiggvény grafikonjanak ivhosszat?
b
Megoldds. Az f : [a,b] — R differencidlhaté fiiggvény grafikonjanak az ivhossza / V14 f(x)?de.

Feladatok (7474 10+ 7+ 7+ 7 = 45 pont)

1. Hatdrozza meg az x* — 3 — 52 + 3x + 2 polinom 6sszes valés gyokét.

Megoldds. Mivel a polinom negyedfoku és egész egytitthatos, elszor az esetleges egész gyo-
koket keressiik meg, ezek a konstans tag osztoi koziil kertiilhetnek ki: —2, —1,1,2. Behelyet-
tesitéssel lathatjuk, hogy —2 és 1 is gyok. A kis Bézout-tétel szerint a polinom oszthat6 az
ezekhez tartoz6 gyoktényezdkkel, igy a szorzatukkal is, vagyis az (z+2)(z —1) = 2> + 2 —2
polinommal. Polinomosztassal kapjuk, hogy z!—x3—52%+32+2 = (2+2)(x—1)(z*>—2z—1).
Az 22 —2x — 1 hanyados masodfoki, ennek a gydkeit a megolddképlettel hatarozhatjuk meg:
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Az eredeti polinom 6sszes gyoke tehat —2,1,1 4+ /2,1 — /2.

2. Egy cég a termékét darabonként 1000 forint koltséggel tudja eléallitani és 1100 forint aron
értékesiteni. Egy piackutatas megallapitotta, hogy az arat = forinttal csokkentve az elada-
sok 2x szazalékkal novekednének. Mennyivel érdemes csokkenteni az arat, hogy a teljes
nyereség maximalis legyen?

Megoldas. Ha x forinttal csokken az ar, akkor 100 — = forint a darabonként elért nyereség,

mikozben az eladott darabszam az eredeti (1 + ﬁ)—xo)-szorosa. Eszerint az
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fiiggvény maximumat keressiik. Az elsérendii sziikséges feltétel szerint lokélis maximum a
derivalt zérushelyeinél lehet:
x

f/(l')zl—%7

ez akkor 0, ha x = 25. Mivel f"(x) = —21—5 < 0, ez valéban globalis maximumbhely.



3. Végezze el az f(x) = 2° Inx fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat (értelmezési tartomany, zé-
rushely, paritas, periodicitas, hatarértékek, aszimptotak, monotonitas, lokalis szélsoértékek,
konvexitas, abrazolas, értékkészlet).

Megoldds. Dy = (0;00), nem péros, nem pératlan, nem periodikus. 2? # 0 az értelmezési
tartomanyon, f zérushelye megegyezik In zérushelyével, tehat x = 1. A hatarértékek
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A derivaltak

f'(x) =2z In(x) + :r;zglc =2zIn(z) +z

f"(z) =21In(z) + 23::16 +1=2In(z)+ 3.
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f" zérushelye 2Ilnz = —1 alapjan @ = e~'/2, f” zérushelye e=%/2. Az el6jeleket a kovetkezd

tablazat foglalja Ossze:

‘ (0; 6—3/2) ‘ 6—3/2 ‘ (6—3/2;6—1/2) ‘ 6—1/2 ‘ (671/2;00)
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alapjan nincs ferde aszimptota. A minimum értéke f(e7'/?) = —b, Ry = (—5;00),
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4. Szamitsa ki a kévetkezo integralt.

/ (2% — 1) cos(2z) dz

Megoldads. A parcialis integralas modszerét hasznaljuk:

/(x2 —1)cos(2z) dz = (2 — 1)sin(22x) - /2xsin(22x) dz

= (2 — 1)sin(229c) - /xsin(QI) dz
(2 - 1)sin(22yc) B <$—00;(2x) B / —co;(Qx) d:v)
_(2? 1)sin(2x) N xcos(Zx) _ sin(2z) Lo
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5. Szamitsa ki a kovetkezd integralt.
20 9
. W dx
Megoldds. A Newton—Leibniz-tétel felhasznalasaval
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6. Szamitsa ki az f(x) = 7+ 3z, x € [—1,1] fiiggvény grafikonjanak az x tengely koriili
megforgatasaval adodo forgasfeliilet felszinét (paldst).

Megoldds. A felszint 27 f1/1 + f'* integralasaval kapjuk:

1
A=2r L Fl@)W/1+ f(2)? do
= 27?/_11(7+ 3z)V1+3%de
1

3
= 2107 {735 + 23:2] = 28/10.
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