Matematika Ala — 2020. januar 27.
Elmélet (5 x 3 = 15 pont)

1.

Mikor neveziink egy fliggvényt monoton csokkenének?

Megoldds. Egy f : Dy — R fuggvény (D; C R) monoton csokken, ha z1 < x5 (21,22 € Dy)
esetén f(x1) > f(x2).

Mondja ki a Weierstrass-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor van olyan «, 3 € [a,b], melyekre
fla) < f(z) < f(B) minden z € [a, b]-re.
Ismertesse a lokalis széls6érték létezésének (elsérendit) sziikséges feltételét.

Megoldds. Haaz f : Dy — R fiiggvénynek (D; C R) az 2y € Dy pontban lokalis széls6értéke
(minimuma vagy maximuma) van és ebben a pontban differencialhatd, akkor f’(xq) = 0.

Hogyan lehet kiszamitani egy forgastest térfogatat?

Megoldds. Az f : |a,b] — R, fuggvény grafikonjat az = tengely korill megforgatva kapott
forgastest térfogata 7T/b f(z)*da.

Definiadlja a primitiv fii?ggvény fogalmat.

Megoldds. Az f : I — R (I C R nyilt intervallum) primitiv fuggvénye F' : I — R, ha F
differencialhat6 I-n és F'(z) = f(x) minden z € I esetén.

Feladatok (7474 10+ 7+ 7+ 7 = 45 pont)

1.

Hatarozza meg az
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fiiggvény szakadasi helyeit és azok fajtait.

Megoldds. Ha = € R\ {1,4}, akkor a fliggvény egy racionalis tortfiiggvénnyel egyezik meg,
tehat folytonos. Az x = 1 pontban
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tehat szinguldris (masodfaji) szakadési hely van.
Az x = 4 pontban a hatarérték
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tehat létezik és véges, de nem egyenlo a fiiggvényértékkel. Itt megsziintethetd szakadési
hely van.

Egy iizemben havi x darab termék elééllitdsdnak teljes koltsége 75000 + 1022 forint, az
elkésziilt termékeket darabonként 4000 forint aron lehet értékesiteni. Milyen mennyiség
mellett maximélis a nyereség?

Megoldds. = darab gyartésa és eladdsa utdn a nyereség f(z) = 4000z —75000— 1022, ennek a
fiiggvénynek keressiik a maximumat a [0, 0o) intervallumon. Az elsérendii sziitkséges feltétel
szerint lokalis maximum a derivalt zérushelyeinél lehet:

f'(z) = 4000 — 20z,

ez akkor 0, ha x = 200. Mivel f”(x) = —20 < 0, ez valéban globalis maximumhely.



3. Végezze el az f(x) = xe >* fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatat (értelmezési tartomdny, zé-
rushely, paritas, periodicitas, hatarértékek, aszimptotak, monotonitas, lokalis szélsoértékek,
konvexitas, abrazolas, értékkészlet).

Megoldds. Dy = R, nem pédros, nem paratlan, nem periodikus. e~
zérushelye emiatt © = 0. A hatarértékek
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sehol nem 0, f egyetlen
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A derivaltak
fl(z) =e* +we . (=2) = (1 — 22)e >
f(x) = =27 4+ (1 = 2z)e > - (=2) = 4(x — 1) **

f zérushelye 1 — 2z = 0 alapjan = = %, f" zérushelye © = 1. Az el6jeleket a kovetkez6
tablazat foglalja Ossze:
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alapjan nincs ferde aszimptota. A maximum értéke f (%) = 26, Ry = (—o0; 2173]7 grafikon:
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4. Szamitsa ki a kovetkezo integralt.
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[
x? + 3x
Megoldds. A nevezd szorzatta alakithaté: 22 + 3z = z(x + 3). Az integrandust parcidlis
tortekre bontjuk, azaz olyan A, B € R szamokat kerestink, amellyel
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azonossag. Szorozzuk meg mindkét oldalt a kézos nevezével: 2 = A(x +3)+ Bx = (A +
B)x + 3A, a kapott két polinom akkor egyenl, ha 0 = A+ B és = = A, azaz B = —5 Az
integral ezzel
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5. Szamitsa ki a kovetkezd integralt.
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Megoldds. x = sint, dx = cost dt helyettesitést alkalmazunk és felhasznaljuk, hogy v/1 — sin?t =
Veos?t = cost a t € [0;7/2] intervallumon:
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6. Mennyi az f(x) = <§ - 4> , ¢ € [12,27] fuggvény grafikonjanak {vhossza?

Megoldds. Az ivhosszt \/1 4 f’* integraldséval kapjuk:
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