2024. januar 15. Matematika A2a Vizsga
E1l. Hogyan szamitjuk ki két algebrai alakban megadott komplex szam hanyadosat? (3 pont)

E2. Mit értiink k& darab vektor linearis fiiggetlensége és OsszefiiggGsége alatt? (3 pont)
E3. Definialja az inverzmatrixot. Ismertesse az inverz egyik kiszamitasi modszerét. (3 pont)
E4. Mit neveziink egy kétvaltozos fiiggvény pontbeli adott irdny menti derivaltjanak? (3 pont)

E5. Mit neveziink Leibniz-sornak? Mit tudunk a Leibniz-sorok konvergenciéjarol? (3 pont)
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1. Integralja az f(z) =

figgvényt 1 és 2 kozott. (7 pont)
Megoldds. A primitiv fiiggvényt parcialis tortekre bontassal hatarozzuk meg. A nevezd gyok-
tényezds alakja (22 — 1) = (r — 1)(z + 1), emiatt
1 A N B
2—1 x—-1 z+1

alaka felbontast keresiink, ebbsl 1 = A(x + 1) + B(zx — 1) = (A + B)x + (A — B), tehat
A=-B= % A primitiv fiiggvény
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2 —1 a=1+ /. 2 —1 a—1+

. 1 1 1
- ali}{l+ (—51113 — (aln(a —-1)— §1n(a+ 1))> = 00.

2. Az s sik athalad a P(2,2,—1) ponton és parhuzamos az u = (1,1,0) és v = (0,1,1) vek-
torokkal. Milyen tavol van az s sik az origotol? (7 pont)

a

Megoldas. A sik egyik egységnyi hosszi normalvektora

uxv 1(1
n— = — s
luxvl V3

1 1 1 PRI .
egyenlete — —. Az orig6tol mért tavolsag
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a jobb oldal abszolutértéke, tehat \/Lg

3. Hatarozza meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

_171>7

0o 1 2
A= 2 1 4
~1 -1 -3
(7 pont)
Megoldas. A karakterisztikus polinom

-2 1 2
det(A—-X)=[2 1-X 4
—-1 -1 =3-2)
= - AMA=N)(=3-A) —4-(=D] =1-[2-(=3-A) =4 (-1)]
+2[2-(=1) = (1 =X) - (=1)]
=2 =222 - A=A+ 1)?
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tehat a sajatértékek 0 és —1.
A X = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatarozasa:

0 1 2 -1 -1 -3 1 -1 Bawmr 4 4
A=0-T=|2 1 4 ["8% |2 1 4|28 |0 -1 —2| ™ {0 o _2}
-1 -1 -3 0 1 2 0 1 2

tehat a sajatvektorok [1 2 —I}T nullatol kiilonb6z6 tobbszorosei.
A X = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatarozasa:

]. 1 2 S2—281
A—(=1)-I=|2 2 4% 11 2],
-1 -1 -2

tehat a sajatvektorok a [25 +t —t —S]T alaki vektorok, ahol s,t € R, (s,t) # (0,0).

4. Egy egyetemi hallgatd egész félévben szorgalmasan latogatta az orakat, de szeretné még
atnézni a tanultakat a holnapi vizsgaja el6tt. Ha x 6ran keresztiil az elméletet ismétli at, y 6ran
keresztiil pedig a gyakorlatot és uténa z 6ran at alszik, akkor a pontok 7(v/z + /2y + V/72)
szazalékat fogja megszerezni. Mennyi ideig tanulja az elméletet illetve a gyakorlatot, ha a
lehetd legtobb pontot szeretné elérni, és 10 6ra miulva kell elindulnia, hogy odaérjen a vizsgara?
(8 pont)

Megoldds. x o6ra elmélet és y ora gyakorlat utan z = 10 — z — y 6rdja marad aludni, tehat a
pontok f(x,y) = T(v/r+/2y++/7(10 — x — y)) szazalékat szerzi meg. Megkeressiik a fliggvény

stacionarius pontjait:

/ — 1 - 7
Jolwy) =T (2\/5 2/7(10 —z — y))

!/ — 2 - 7
fy(x,y)—7<2\/@ 9 7(10—$—y)>’

ha mindketts 0, akkor ﬁg = %ﬂ, azaz y = 2x, ezt valamelyik egyenletbe irva
U
2y 2410 — 3z’

amibgl 10 — 3z = Tz, vagyis x = 1 kovetkezik. Tehat egy stacionarius pont van, (x,y) = (1,2).
Ez tényleg maximum, mert

0
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Hp(1,2)=| 7 &
1 8
determinansa % — 1—16 = % > 0 és a f6atlo elemei negativak.
5. Adja meg az f(z) = Toro7 tuggveény zo = 0 kozéppontt Taylor-sorat és annak konvergenci-

atartomanyat. (8 pont)
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Megoldds. A mértani sor osszege » -, q" , ha |g| < 1, ebbdl ¢ = —% helyette51tessel
kapjuk f Taylor-sorat:

x x 1 T A\ =
—_— == = — _ - — _1 n16—n—1 4n+1
16+a7  161— (—2) 16~ ( 16) > (=1 "

n=0

ez pontosan akkor konvergens, ha |z| < 2.

6. Cserélje fel az integralas sorrendjét, majd szamitsa ki az integralt. (8 pont)

2 1
/ / ™) dz dy
0 /3

Megoldds. T = {(z,y) e R*}0 <y < 2,4

2 1
//e(xQ)dxdy://e // dydx
o Ju T
1 2 y2x 571
:/ [exy dx—/?xe da:— x] =e—1.
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A <r<1}={(r,y) eR}Y0<2<1,0<y <2z},



