Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

1. feladatsor: Vektorterek, linearis kombinacio,
méatrixok, determinans (megoldas)

1. Valés vektorterek-e a kovetkezo halmazok? Ha igen, hatarozzuk meg a dimenzidjukat, és
véges dimenzid esetén adjuk meg egy bazisukat. Adjunk meg néhany alteret benntik.

2)
b)
)
Q)
)

egész szamok

valés szamok

valés szamparok

P, = {maximum n-edfokd polinomok}

a valos szamegyenesen folytonos fiiggvények

Megoldas.

a)

b)

c)

Nem. Egy egész szamot egy valos szammal megszorozva altaldban nem egész szamot
kapunk.

Igen. Altaldnosabban: egy tetszéleges K test vektortér 6nmaga felett az sszeadds és
szorzas miveletekkel. Ennek a vektortérnek két altere van: {0} és K.

Igen. Altaldnosabban: ha K test, n € N, akkor K™ vektortér K felett a komponensen-
kénti miiveletekkel. Még dltalanosabban: ha K test, X halmaz, akkor KX = {f : X —
K} (az X — K figgvények halmaza) vektortér K felett az (f + g)(z) = f(z) + g(x),
(af)(z) = af(x) mbdon definidlt miiveletekkel (pontonkénti miiveletek). Példa altérre:
ha Y C X, akkor {f € KX“V’y eY: fly) = 0} altér.

Igen. Két polinom 0Osszege és egy polinom szamszorosa is polinom, 6sszegnél az ered-
mény fokszama nem nagyobb mint a tagok fokszamanak maximuma, szammal szorzas-
nal pedig nem valtozik. Példa altérre: a 0 pontban eltind polinomok, azon p polinomok,
amelyekre p(2) = 17p(5).

Igen. R egy részhalmazat alkotjék a folytonos fiiggvények, két folytonos fiiggvény
Osszege is fliggvény, egy folytonos fiiggvény szamszorosa is folytonos, igy a folytonos
fliggvények alteret alkotnak. Néhany altér példaul: differencidlhaté fiiggvények, azon
folytonos fiiggvények, amelyek 0 és 1 kozotti integralja 0, a polinomfiiggvények, korlatos
folytonos figgvények.

2. Léssuk be, hogy R%-ben bézist alkot a (2,3), (1,2) vektorpar. Allitsuk el§ e két vektor
linedris kombindcidjaként a (0,0) és (9,4) vektorokat.

Megoldas. A két vektor akkor alkot bazist, ha minden vektor pontosan egyféleképpen &ll
el6 linearis kombindcioként. Probéaljuk meg az (x,y) vektort eldéllitani ilyen médon: az
a(2,3) + B(1,2) = (z,y) egyenlet a komponensekre nézve a

20+ =2
3a+20 =1y

egyenletrendszert jelenti, ahol x,y paraméterek. Az elso egyenletbol f = x — 2a, ezt a
masodik egyenletbe irva

3a+2(r—2a)=y

adédik, tehat

20 —y =«



és igy f = x — 2(2x —y) = y — 3z. Lathat6, hogy minden paraméterérték mellett van
megoldas és egyértelmii, tehat a megadott vektorok valoban bazist alkotnak.

Egyuttal képletet is taldltunk a kifejtési egytitthaték (azaz a koordinatak) meghatarozaséra,
ebbe a megadott vektorokat beirva @ = § = 0 illetve o = 14, = —23 addédik. (Azt
szamolas nélkil is megallapithatjuk, hogy (0,0) felirhaté 0 - (2,3) + 0 - (1,2) mdédon, a
linearis fiiggetlenségbél kovetkezik, hogy mas megoldas nincsen.)

. Irjuk fel a (0,0,0) és (0, 1,0) vektorok koordinatait a (2,1,0), (—=1,—1,—1), (—1,1,2) ba-
zisban.

Megoldds. A (0,0,0) vektor a vektortér nulleleme, ennek koordinatéi barmilyen bézisban
0,0,0. A mésik vektor koordinatainak meghatarozasihoz meg kell oldani az a - (2,1,0) +
B (—=1,—1,—1) +~v-(—=1,1,2) egyenletet, amely komponensenként kiirva az

20— —-v=0
a—f+y=1
—B+2y=0

egyenletrendszert jelenti. Az utolsoé egyenletbdl 5 = 2+, ezt az elsé kettd egyenletbe irva
az

20 —3v =0
a—vy=1
egyenletrendszerhez jutunk. A masodik egyenletbdl oo = 1+, ezt beirjuk az els6 egyenletbe:
2—v=0,
tehat v =2, a =3, f =4.

. Egy vektortérben a, b, ¢ linedrisan fiiggetlen vektorok. Linedrisan fiiggetlen-e az (a+b+c),
(a+2b+ 3c), (a + 4b + 5c¢) rendszer?

Megoldas. A lineéris fliggetlenség azt jelenti, hogy a megadott vektoroknak csak a trivialis
linearis kombinacidja 0. Irjuk fel az altalanos linedris kombinaciot, majd gytjtsiik Ossze
a, b, c egyiitthatoit:

a(a+b+c)+p(a+2b+3c)+v(a+4b+5c) = (a+L+7y)a+(a+28+47)b+(a+33+57)c

A feltevés szerint a, b, ¢ linearisan fliggetlenek, tehat a fenti linearis kombinacié csak ugy
lehet 0, ha az egyiitthaték mind eltiinnek, vagyis

a+B+v=0
a+28+4y=0
a+38+5y=0.

Vonjuk ki az els6 egyenletet a méasik kettébal:

B+3y=0
20 4+4v=0.

Most vonjuk ki az elso kétszeresét a masodikbol:
_27 = Oa

tehat v = 0, amit az el6z6 ketté valamelyikébe visszahelyettesitve § = 0 adodik, végiil az
eredeti egyenletek miatt o = 0. Tehat a megadott vektoroknak is csak a trivialis linearis
kombinéciéja adja a nullvektort, azaz linearisan fiiggetlenek.
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5. Végezziik el az dsszes lehetséges szorzast A, B, C, AT, BT, CT kozott.

1

A=1,

B =

C:

Megoldas.

AB =

AAT

BBT =

BCT =

OB =

cc”

ATA =

ATC =

BB =

BTAT:

CTA=

CTC =

-3 2

1 -3

2 3 4

4 3 1

0 —6 2

2 3 —4

—6 7 -8

(17 —-10 —18 5
-15 8 27 3
(14 —7

-7 14

(30 19 -5

19 30 —-26

-5 —26 65

[—4  —18

15 —21

31 —33

[—4 15 —-31
—18 —21 —33

30 36

36 174

(5 —1 —4

-1 10 -9

-4 -9 13

(9  —10 17 -20
8 —12 -2 4
17 22 —15 16
130 —6 —33 12
-6 20 18 12
-33 18 54 3
12 12 3 21
17 —15

~-10 8

—18 27

5 3

9 8 —17
~10 —-12 22

17 -2 -15
—20 4 16

(26 —32 32 —36
—32 40 —36 40
32 —36 58 —68
—36 40 —68 80

|



Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy X X7 és XT X mindig elvégezhetd és mindkét szorzat négy-
zetes matrix. Azt is lathatjuk, hogy pl. BT AT = (AB)T.

. Szamoljuk ki a kovetkezd matrixok determinansat:

a) |y 3

2 1 2
b) [4 4 5
07 8

—1 1 5 0
) 4 4 21
1 10 1 3
14 1 30
Megoldas.
a) Az oszlopokbdl emeljiink ki 3-at, majd a masodik oszlop 2/3-szorosit vonjuk le az
els6bol:
30 5|1 0 5|1 0
2 3 =7 2 11 =% o 1‘_9

b) Az els6 oszlopbdl emeljink ki 2-t, az els6 sor kétszeresét vonjuk le a méasodikbdl, a
masodik sor haromszorosat vonjuk le az utols6 sorbél, az utolso sor kétszeresét vonjuk
le a masodikbdl, cseréljiik meg a mésodik és harmadik sort, végiil az utols6é sorbdl
emeljiink ki —9-et.

21 2 1 1 2 1 1 2 11 2
4 4 5/=2|2 4 5|=2]|0 2 1|=2|0 2 1
0 7 8 0 7 8 078 015
11 2 11 2 11 2
=20 0 -9=-2/0 1 5|=1810 1 5/ =18
01 5 00 -9 0 01

c) Az els6 oszlopot adjuk hozza a masodikhoz, 6tszorosét pedig a harmadikhoz, az elsd
sorbol emeljink ki —1-et, cseréljiikk fel a masodik és az utolsé oszlopot, a masodik
oszlop 22-szeresét illetve 8-szorosat vonjuk le a harmadik illetve negyedik oszlopbdl,
a negyedik oszlop 5-szorosét vonjuk le a harmadikboél, a harmadik oszlop kétszeresét
adjuk hozza a negyedikhez, végiil az utolsé sor haromszorosat adjuk a harmadikhoz.

~1 1 50 |-1 0 0 0 10 00 100 0
4 4 21 |4 8 221 |4 8 221 |41 22 8
1 10 1 3/~ |1 11 6 3/~ |1 11 6 3 |1 3 6 11
4 1 30 |4 5 230 4 5 230 |40 23 5
10 0 0] (10 0 0| 10 0 0
41 0 of |41 0 0| 41 0 0
“13 =60 —13] |1 3 5 —13] |1 3 5 -3
40 25 5| 40 -2 5| |40 -2 1
10 0 0
410 o
133 -1 0
4.0 -2 1

Megjegyzés. A determinansokat sokféleképp meg lehet hatdrozni sor- és oszlopmiiveletek
segitségével. A fenti megoldasok nem a legkevesebb miiveletet hasznaljak, viszont elkeriilik
a tortekkel szamolést (az elsé kivételével).



Tovabbi gyakorlé feladatok

7. Valos vektorterek-e a kovetkezé halmazok? Ha igen, hatarozzuk meg a dimenzidjukat, és
véges dimenzio esetén adjuk meg egy bazisukat. Adjunk meg néhany alteret benniik.
a) a legalabb n-edfokt polinomok
b) az R-en értelmezett paros fiiggvények
¢) az R-en értelmezett felilrdl korlatos fuggvények

Megoldas.

a) Nem. A szammal szorzds nem valtoztatja meg a fokszamot, viszont két legaldbb n-
edfoki polinom 6sszege lehet alacsonyabb fokt: pl. (2% + 2x) + (—2? + 3z) = 5z két
legalabb masodfokt polinom, de az 0sszegiik foka 1.

b) Igen. Az R — R egy alterét alkotjak a paros fiiggvények, hiszen paros fiiggvények
Osszege, szamszorosa is paros. Példa altérre: paros folytonos fliggvények, paros diffe-
renciadlhato fliggvények.

¢) Nem. Felilrél korlatos fiiggvények osszege szintén feliilrél korlatos, viszont negativ
szammal szorozva mar el6fordulhat, hogy az eredmény nem lesz feliilrol korlatos. Pél-
daul ilyen az f(z) = —z? fiiggvény, amelynek a 0 fels6 korlatja, viszont — f nem korlatos
feliilrol.

8. Allitsuk elé a (2,3) és (1,2) vektorok linearis kombinacijaként a (0, 1) vektort.

Megoldds. Az «(2,3) + 5(1,2) = (0,1) egyenlet megoldésait keressiik, egyenletrendszer
alakban

204+ =0
3a+28=1.
Az els6 egyenletbdl f = —2a, ezt a méasodik egyenletbe frva —a = 1, tehat o = —1 és

5=2.
9. Irjuk fel a (3, —1,7) vektor koordinatéit a (2,1,0), (=1,—1,—-1), (—1,1,2) bazisban.

Megoldas. Az «(2,1,0)+p(—1,—1,—1)+~(—1,1,2) = (3, —1,7) egyenletet kell megoldani,
ami komponensenként kiirva az

20— —v=3
a—[F+v=-1
—B+2y=T7

egyenletrendszert jelenti. Az utolsé egyenletbdl 5 = 2y — 7, ezt az els6 kettébe irva

20 — 3y =4
oa—v=-8
adodik. Az utébbi egyenletbol v = oo + 8, ezt az elébbibe irva a a = —20, majd v = —12,
g = —31.

10. Szamoljuk ki a kévetkezé matrixok determinansat:
sina  cosa
a) .
—cosa sina

12 3
b) [5 6 7
9 10 11



11.

12.

Megoldas.

a) Mivel a paramétertol fliggéen lehetnek 0 elemek, sor- és oszlopmiiveletekkel tobb esetet
kiilon kellene végigszamolni. A matrix kis mérete miatt egyszeriibb most a permutéci-
okkal val6 felirast hasznalni:

air Q2

= a11Q22 — A120G21,
Q21 A22

tehat

sino  cos«

. =sina+cos’a =1
—cosa sin«

b) Vonjuk le az els6 oszlop kétszeresét a mésodik, haromszorosat a harmadik oszlopbdl.
A kapott matrix harmadik oszlopa a masodik oszlop kétszerese, tehat a determinéns 0.

1 2 3 1 0 0
5 6 T|=|5 -4 -8|=0
9 10 11 9 -8 16

Igaz-e, hogy R"-ben az (1,0,...,0), (1,1,0,...,0), ..., (1,
nak? Irjuk fel az (1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,
a bazisban.

1,...,1) vektorok bazist alkot-
1) vektorok koordinatait ebben

Megolddas. n darab vektorrdl van szd egy n dimenzidés térben, tehat ha belatjuk, hogy
generatorrendszer, akkor abbdl kovetkezik, hogy bazis. Ha f; jeloli azt a vektort, amelynek
elso ¢ darab komponense 1, a maradék n —i darab pedig 0, akkor fi, fo— f1, fs— fo, ..., fi—
fic1iy-- o, fu— fn_1 éppen a standard bazis elemei. Ezek generaljak az R™ vektorteret, tehat
a megadott vektorok is generatorrendszert alkotnak.

A standard bézis i. eleme f; — f;_1 ha i > 1, tehdt a koordinatak (0,...,0,—1,1,0,...,0)
illetve az elsé vektor koordinatai (1,0, ...,0).

Egy M négyzetes matrix nyoma a féatloban 1évo elemek Osszege, jele Tr M. Bizonyitsuk
be, hogy ha A (n x m) tipusu és B (m x n) tipust, akkor Tr(AB) = Tr(BA).

Megoldds. Legyen A = (ai;j)nxm €5 B = (bij)mxn. Ekkor AB f6atlojanak k. eleme

m
> akibi,
=1
és igy
n m
=D akibi.
=1 i=1

Hasonléan BA féatlojanak [. eleme
> by,
j=1
tehat
A) Z Z bjlalj.
1=1j=1

A két Osszeg csak a szummak felcserélésében és az 6sszegzési indexek nevében kilénbozik
egymastol.



13. Mennyi az

0 1 0 0
1 0 1
Ao=10 1 0 0
I |
0 -~ 0 1 0

n X n méretldl matrix determinénsa?

Megoldas. Vonjuk le az els6 oszlopot a harmadikbél, majd a harmadikat az 6t6dikbdl, sth.
Ha n paratlan, akkor ezen lépések utan az utolsé oszlop 0, tehat ekkor det A,, = 0.

Ha viszont n = 2k paros, akkor most az elsé sort vonjuk le a harmadikbol, majd a harma-
dikat az 6todikbdl, stb. A miiveletek elvégzése utan kapott matrix

0 1 0 O 0 O]
1000 0 0
0001 0 0
0010 0 0
0000 0

0 0 0 O 1 0]

Ebbél k darab sorcserével kaphatjuk meg az egységmatrixot, tehat det A, = (—1)~.

14. Bizonyitsuk be, hogy ha A 2 x 2 méretli matrix, akkor A? — (Tr A)A + (det A)I = 0, ahol
I a 2 x 2 méretii egységmatrixot jeloli.

Megoldas. Legyen

A= [an Cl12] '

Q21 A22

A? — (Tr A)A + (det A)I

ail a2 aix a2 ( aix a2 10
= : — (a11 + as9) + (a11G22 — a12a21)
|le 22 Q21 A22 Q21 A22 0 1

2 2
| afy T aear  ai11a12 + a1209 aj; + agea11  A11G12 + A22a12
= 2 - 2
21011 + G22G21 21012 1 A5 11621 + G22G21 Q11022 + A5y

4 |01022 — a1203 0 —0
0 a11022 — Q12021



