Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

10. feladatsor: Tobbvaltozos fiiggvények széls6értékei
(megoldas)

1. Keressiik meg a kovetkezo fliggvények lokalis szélséértékeit.
a) flr,y) = (x =3y +3)° + (¢ —y—1)°

b) flz,y) = (x —y+1)°—(2* - 2)

¢) flw,y) =2 — 32 + 22y +9° — 4
20

d) flz,y) = — + — tay
Y

e) f(z,y)

Megoldas.

a) A figgvény differencidlhaté, tehat ott lehet lokdlis szélséérték, ahol a gradiens 0. grad f
komponensfiiggvényei a parcialis derivaltak:

fo(z,y) =2
fyla,y) =2
Az 4z — 8y +4 =0, =8z + 20y — 16 = 0 egyenletrendszer megoldésa (z,y) = (3,2). A
Hesse-matrix:

(7, y) Zy(w,y)] _ [4 —8]

_4xy—:c —yt

(x—3y+3)+2x—y—1)=4r —8y+14
(x—3y+3)-(-3)+2(x—y—1)-(—1) = =8z + 20y — 16

Ez pozitiv definit, hiszen a bal felsé eleme és a determinansa is pozitiv: 4-20—(—8)% =
16 > 0. Tehat ebben a pontban lokalis minimum van, értéke f(3,2) = 0.

b) grad f komponensei:

filr,y) =2z —y+1)—2(2* —2) - 22 = —42° + 100 — 2y + 2
folwy) =2(x —y+1)-(-1) = -2z 42y — 2

A kozos zérushelyek: (0, 1), (£v/2,14 v/2). A Hesse-matrix

wen=[EE0 Fe]- [0 ]

A jobb als6 elem mindig pozitiv, tehat ahol a determinans pozitiv, ott pozitiv definit,
ahol negativ, ott pedig indefinit a méatrix. det H(z,y) = (10 — 122?) - 2 — (=2)? =
16 — 2422, A zérushelyeknél

H(0,1) =

19 _2] det H = 16 f(0,1) = —4

—2 2

H(—V2,1—V2) = -1 _22] det H=-32  f(—v2,1-Vv2)=0

| —2

H(V2,1+V?2) = -1 _22] det H = —32 f(V2,1+2) =0,

| —2

tehat a (0,1) pontban lokdlis minimum van, (£v/2,1 4 v/2) nyeregpont.



c) grad f komponensei:
fi(x,y) = 32* — 62 + 2y
fi(wy) = 20 +2y
A parcidlis derivaltak kozos zérushelyei (0,0) és (—8/3,—8/3). A Hesse-matrix

2 (o) ey [6r—6 2
H@W*:[;@§> guéﬁ—[ 2 J

A jobb alsé elem pozitiv, tehat csak pozitiv definit vagy indefinit lehet a determindns
eléjelétdl fiiggden. det H(x,y) = (6z — 6) -2 — 22 = 122 — 16. A zérushelyeknél

H(8/3,—8/3) — [120 3} det H = 16 £(8/3,—8/3) = _32674
H(0,0) = [_26 ;] det H = —16 £(0,0) = —4

tehat (0,0) nyeregpont, (8/3,—8/3) pedig lokalis minimum.
d) A gradiens komponensei

20
folwy) == +y
f;(a:, y) =z - E
Akkor nulla mindkét komponens, ha (z,y) = (2,5). A Hesse-matrix
" (x,y) Y (x,y) 4023 1
H(ZL'?y) = l T ’ 4 ) = _
v y) fyy(2,y) 1 100y~°
tehat

H<275): ﬁ 411]7

ami pozitiv definit, hiszen a f64tl6 elemei pozitivak és a determinans is pozitiv. Tehat
a (2,5) pontban lokalis minimumhely van, f(2,5) = 30.

e) A gradiens komponensei:
folw,y) = 4y — 427
fg:('ray) =4z — 4y37
a kozos zérushelyek (0,0) és (£1,£1). A Hesse-méatrix
(@ y) fo(ey)| _ [—122° 4
H(.T,y):lzx ’ TY\T = 9] -
yo(T:9) fyy(2,) 4 1y
A zéruhelyeknél

H(-1,-1) = _iz _‘H det H = 128 f(=1,-1)=2
H(0,0) = 2 é‘] det H = —16 £(0,0) =0
H(1,1) = _iz _‘H det H = 128 f(1,1) =2,

tehat (0,0) nyeregpont, (£1,41) lokalis maximumhely.
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2. Keressiik meg az {(z,y)|z? + y* < 1} halmazon az f(z,y) = z* + y*> + y — 1 figgvény

maximumat és minimumaét.

Megoldds. Széls6érték lehet a halmaz belsejében, ahol a gradiens 0, vagy a peremen. A
gradiens komponensei

folz,y) = 22
fo(z,y) =1+ 2y,

A koz6s zérushely (0, —1/2). A Hesse-matrix itt

ex(0,=1/2) [, (0, =1/2)1 120
H(0,~1/2) = ”(0,-1/2) ;;(0,—1/2)1 B lo 2]’

ami pozitiv definit, tehét lokalis minimum van ebben a pontban, értéke —5/4.

A perem egy kérvonal, a szokdsos paraméterezése (x(t),y(t)) = (cost,sint). A fuggvény-
érték f(z(t),y(t)) = sint, tehat lokdlis maximum van t = 7/2-nél és lokalis minimum
t = —m/2-nél, az értékek £1. Tehdt a minimum —5/4, a maximum 1 a megadott halma-
zon.

. Legyen f(x,y) = 2°y°. Keressiik meg f lokélis széls6értékeit. Keressitk meg f minimumét
és maximumat a (0,0), (1,0), (0, 1) csticsok altald meghatarozott haromszoglapon.

Megoldds. A gradiens komponensei

fi(z,y) = 3%y’
fi(x,y) = 52°y*,

a kozos zérushelyek a koordinatatengelyek pontjai. FEzek egyike sem lokalis szélséérték,
hiszen a koordinatatengelyeken athaladaskor a fliggvény elGjelet valt.

A haromszoglapon tekintve szélsoérték lehet beliil a gradiens zérushelyeinél vagy a peremen.
Mivel a gradiens nem tiinik el a haromszog belsejében, csak a peremet kell vizsgdlni. A
(0,0) csticsba befuté két oldalon a fiiggvényérték 0, hiszen ezeken az egyik koordinita
0. A harmadik oldalt paraméterezzik (x(t),y(t)) = (t,1 — t) mddon, ahol ¢t € [0,1].
f(x(t),y(t)) = (1 —t)°t3, a derivalt zérushelyei 0,3/8, 1, ebbél csak a 3/8 ad 1j pontot. Itt

.. R 84375 ‘ . .. .
a fliggvényérték =07, tehdt ez a maximum, a minimum pedig 0.

. Géza a pajtdja faldhoz egy 1m? térfogatu, feliiltél nyitott, téglatest alakt szénatdrolot
szeretne épiteni. A tarold egyik oldalat a pajta fala alkotja, csak a maradék 3 oldalat és az
aljat kell elkészitenie. Hogyan méretezze a téglatestet, hogy a lehetd legkevesebb anyagot
kelljen felhasznalnia? Oldjuk meg a feladatot tgy is, hogy a tarol6 aljat a fold alkotja.

Megoldds. Az elsé esetben legyen a és b az alap oldalai, b a pajtanal levd, ¢ a magassag.
Ekkor V = abc és A = ab + 2ac + be, ¢ = Y helyettesitéssel f(a,b) = ab+ L + 2%
széls6értékeit keressiik a > 0, b > 0 mellett. A derivaltak

, \%4
fa(a, b) =b— ?

, 21
fb(a, b) =a — ﬁ

amibdl a zérushely a = W bs b= VAV, ¢ = W Ez biztosan minimum, mert a
tartomany szélein co-hez tart a felszin.

A maésodik esetben ugyanilyen véaltozdkkal V = abc, de most A = 2ac + be = % + %
Ennek nincs minimuma, ami derivalasbél latszik, de onnan is, hogy pozitiv és A — 0 amint
a,b — oo.



Tovabbi gyakorlé feladatok

5. Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények lokélis széls6értékeit.
a) f(z,y) =2" -9z +y* — 6y

4
b) f(z,y) :2x+y+f
zy

) fy) = 5+~
d) f(fﬂ,y)—y — 12y +2(z +y)* — 8(z +y)
e) flz,y) = f+8y—r
f) f(z, )—x +y? + day + 9y
Megoldas.

a) grad f komponensfiiggvényei

fulz,y) = 32" =9
f;(‘ray> = 2y -6

A kozos zérushelyek (+4/3,3). A Hesse-métrix

e (T y)  [h,(zy)| |62 0
Hiwy) = [< ) ;;<x73>]‘[0 2]’

a zérushelyeknél

H(—V3,3) = [_60\/3 (2)] det H=—12v3  f(—v3,3)=-9+6V3

H(V3,3) = [6\0/5 g} det H = 12V/3 f(V/3,3) = =9 — 6V/3,

tehat (—+/3,3) nyeregpont, (v/3,3) lokélis minimumbhely.
b) Az elsérendii parcidlis derivaltak

4
/
=2 - —
fo(@,y) 7y
4
/
fy(‘ruy) =1- ny?

a kozos zérushely (1,2). A Hesse-métrix

" "

mew =[085 %)

7y

tehat
4 1
=t )

Ez pozitiv definit, hiszen a determinans 3 > 0 és az atlo elemei pozitivak. Tehat itt a
fiiggvénynek lokalis minimuma van, f(1,2) = 6.



c)

A gradiens komponensei

3 3y
folz,y) = it

3
fo(@,y) = -+ 3y?,

aminek a kozos zérushelye (1,1). A Hesse-matrix
;; €, g €, L9 3
H('Tay):l //E:L, y; //yEx y;]:[x53xd = )
yx ) y yy ) y 2
tehat

H(1,1) = B g} |

Ez pozitiv definit: det H(1,1) = 36 — 9 = 27 > 0 és a féatloban pozitiv elemek allnak.
Tehat itt lokalis minimumhely van, f(1,1) = —1.

grad f komponensfiiggvényei

folz,y) =4z + 4y — 8
fola,y) = 4 + 3y 4 4y — 20,

a zérushelyek (0,2) és (4, —2). A Hesse-métrix

| fh(y) ey 4 4
Hiz.y) = [ v (7,9) ;’y(w’y)] B [4 6y—|—4] )

a zérushelyeknél

H(0,2) = [i 1461 det H — 48 £(0,2) = —24
H(4,—2) = li _48] det H = —48 f(4,-2) =8,

tehat (0,2) lokalis minimumbhely, (4, —2) nyeregpont.
Az elsorendii parcialis derivaltak

1
!
-1 —
fo(@,y) 7y
1
f{/(‘ruy) =8— ny?

ezek egyiitt csak a (2, —1/4) pontban egyenléek nulldval. A Hesse-métrix

"

" (x,y) (x,y) 3 =
H(z,y) = [ (2, o =" ",
e (®.Y)  foy(@,y)

242 1y

tehat
—1 4
mew=[7 4]

Ez negativ definit, mivel a determindns det H(2,—1/4) = 64 — 16 = 48 > 0 és a f6atld
elemei negativak. Tehat a (2, —1/4) pontban lokalis maximum van, f(2,—1/4) = —6.
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f) A gradiens komponensei

falz,y) =20 + 4y
fo(x,y) =4r + 2y +9,

a kozos zérushely (—3,3/2). A Hesse-méatrix

e = i) o] <[5 3]

ami indefinit, mivel det H(x,y) = 22 — 4% = —12 < 0. Tehdt az f fiiggvénynek
nyeregpontja van a (—3,3/2) pontban.

6. Hatarozzuk meg a 2z = 4 — 22 — y? egyenletii feliilet z > 0 része és az xy sik altal hatarolt

térrészbe irhatéo maximalis térfogatt téglatest oldalait, ha a téglatest lapjai a koordinata-
sikokkal parhuzamosak.
Megoldds. A maximalis térfogat megvalosul [—x, x| x [—y,y] x [0, z] alaka téglatestként,
ugyanis ha [a,b] X [c,d] X [e, f] része a megadott térrésznek, akkor x = max{|al|, |b|}, y =
max{|c|,|d|}, z = max{|e|,|f|} valasztassal [—z,z] X [—y,y] x [0, 2] is része. A térfogat
né, ha allandé z,y mellett 2-t néveljiik, ennek maximuma 4 — 2% — y?, tehat V(x,y) =
4zy(4 — 2? — y?) maximuméat keressiik 2? + y? < 4 feltétel mellett. A megszokott médon
elemezve:

Vi(z,y) = 16y — 122%y — 4y’
Vi(z,y) = 16z — 42° — 122y

A zérushelyek koziil elég azokat tekinteni, amelyekre z,y > 0 és 2% + 3% < 4, ezek
(0,0),(1,1). A Hesse-matrix

Hiz,y) = l e (2,y) ;’y(x,y)l B l — 24y 16 — 1222 — 1242
’ (T y) [ (T,y) 16 — 1222 — 12y —24zy
A zérushelyeknél
H(0,0) = LOG 106] det H — —256 V(0,0) = 0
—24 -8
H(1,1) = [_8 _24] det H = 512 V(1,1) =8

Az el6bbi nyeregpont, az utébbi pedig lokédlis maximum. A peremen a fiiggvény azonosan
0, tehat a maximum V(1,1) = 8.

7. Egy téglatest egy pontban 6sszefuto éleinek 6sszege 60 cm. Mekkordk az élek, ha a téglatest
térfogata maximalis?
Megoldds. Legyenek az élek x,y,60 — x — y, ekkor V(z,y) = zy(60 — z — y) maximumat
keressiik x,y > 0, x +y < 60 feltétel mellett. Lokalis szélsoértékek:
Vi(w,y) = 60y — 2xy — ¢
_ 2
V) (x,y) = 602 — 2 — 22y

A zérushelyek koziil elegend6 azokat vizsgalni, amire x > 0,y > 0,z + y < 60. Ilyen csak
egy van, a (20,20) pont. A Hesse-matrix

v(xy) fr(x y)} [ —2y 60 — 27 — 2y
H(z,y) = /3r," I = ,
wo(Ty) fo(zy)] |60 — 22 —2y —21
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tehat

—40 —20
H(20,20) = [_20 _401,

ami negativ definit, hiszen det H(20,20) = (—40)% — (—20)? = 1200 > 0 és a {64tl6 elemei
negativak. Eszerint itt lokalis maximum van, az értéke 8000. A peremen legalabb egy

tényezd 0, tehat a fiiggvényérték is 0. Tehat a maximalis térfogati téglatest minden éle
20 cm hosszu (azaz a tégletest kocka).



