Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

11. feladatsor: Tobbvaltozés fiiggvények integralasa
(megoldas)

1. Szamoljuk ki:
a) /mydT, A={(z,y) eR}0<z<1,0<y <1}
A

b) /Aa:sin:vydT, A:{(:L‘,y) ER2’1 <r<3,0<y< g}

c) /:ch, A={(z,y) eR*2? <y <ax+2}
A

Megoldas.
1 1 Lo 11 4 1
//xy“:y_/ 2" y_4
w/2 4
// xsin(zy)dydr = (1—cos> de =2+ —
™
c) 22 =z + 2 gyokei x = —1 esx—2, az integral

2 a2 2 9
/ / xdydx:/ r(2+7— 1) dr ==
—1Ja2 -1 4

2. Cseréljiik fel az integralas sorrendjét, és szamoljuk ki az alabbi integralokat.

i1
a) / / ysin 2? dz dy
0 Jy2

1 2
b) / 4 cos(x?) dz dy
0 J2y

Megoldas.
a) A tartomany {(z,y)|y € [0,1],3? <z <1} = {(x,y)|x € [0,1],0 < y </}, tehdt

bt Love L 1 1
/ / ysinxzdxdy:/ / ysin(xZ)dydyc:/ Esin(ch)dQE: - _
0 Jy2 o Jo 0o 2 4 4

b) {(x,y)|ly € [0 1,2y <x <2} ={(z,y)|zr €10,2],0 <y < x/2}, tehdt

/ 4 cos(x dxdy—// 4 cos(x dyd:c—/ 22 cos(x?) dz = sin 4
0

3. Szamoljuk ki:

1
a) /A 1 + 2 dT, A a (0,0), (1,1) és (1,0) csticstt hdromszog

dT’, A= >0,22<y<4
Megoldas

1 In2
dd_/ d
//01+2yx01+:c2x 2

b)/o/o dedy:/o Wdyzé(—ux/l_?)

4. Szémitsuk ki az / / / zy?2® dV integral érékét, ha az elsé térnyolcadba es8 V korldtos térrész
1%

hatarai a z = zy egyenlet feliilet, valamint a 2 =0, x = 1, y = 0, y = x egyenletii sikok.
Megoldds. A térfogat az 1 fiiggvény integralja a megadott tartomanyon, ami az 0 < z < 1,
0<y<uz 0<z <oy egyenlotlenségekkel meghatarozott alakzat. Fubini tétele alapjan a
térfogat

1 rx pzy 1 rz .1'5y6 1 1-12 1
2.3 _ — z =
/0 /0 /0 xy“z dzdydx—/o /0 1 dy dx T dx 364



Tovabbi gyakorlé feladatok
5. Szamoljuk ki:
2
T B 2|1
a) /Ay2dT,A_{(x,y)€R ‘z gygx,ongZ}
b) [ ysina?dT, A= {(z.y) R0 <y < Vr,0<w <1}
A
Megoldas

/ /1 —d dx—/;:z:(a?—l)dx:?

11 1 1
/ / ysin(z?) dy dz = /0 57 sin(2?) dz = 1 COZ

6. Cseréljiik fel az integralas sorrendjét, és szamoljuk ki az aldbbi integralokat.

2 1,
a)// e” dxdy
0 Jy/2
8 2 1
o),
) o Jyzyt+1

Megoldas.
a) {(z,y)ly €[0,2],y/2 <z <1} = {(z,y)lx € [0,1],0 <y < 2z}, tehdt

2 1, 1 2, 2 "
/ / e’ dxdy:/ / e’ dydx:/ 2rze” dr=e—1
0 Jys2 0 Jo 0

b) {(x,y)|x €[0,8], {”/§<y<2}:{(3§ y)|y€ [0, 2], O<x<y3} tehat

1n17
e = [ 7 hqaeay= [Ty =
//fy 1 yt +1 4+1 4

7. Szamoljuk ki:
a) / xydT, Aazy =0,y =6—x és y=+/x gorbékkel hatdrolt korldtos alakzat
A

b) / (sinzx —y2) dT, A = {(z,y)|y* <sin’z,0 <z < 7}
A

Megoldas.
a) y? = 6 — y pozitiv megolddsa y = 2, tehat az integral

26—y 3 5 50
/ / xyda:dy:/ 18y — 632 +y7_y7 dy = —
0 Jy2 0 2 3

™ 4 sin3 16
/ [ sin?(z) — y dydx—/o 81;1 a:dx:g

8. Szamitsuk ki a megadott felilletekkel hatarolt korlatos térrész térfogatat!
a) y=0,y=2,2=0,2=2— 222
b) ?=y+2,y=02=0,2=2
Megoldas.

a) 2 — 22% = 0 megolddsa x = +1, tehéat a térrész azon (x,y, z) pontokbdl 4ll, amelyekre
0<y<2 —-1<2<1,0<2z<2— 222 teljesiil. A térfogat

2 1 2222 2 1 28 16
/ / / 1dzd:1:dy:/ / (2—2x2)dxdy:/ —dy = —
0o J-1Jo 0o J-1 0o 3 3

b) Az integraldsi tartomdny a 0 < x < 2,0 < z < 2%, 0 < y < 2% — 2 egyenlStlenségek
altal meghatarozott alakzat. A térfogat

2 z2 z2—2 2 2 2 .1'4 16
/ / / ldydzdm:/ / (x2—z)dzda::/ —dr=—
o Jo Jo o Jo 0o 2 5




9. Szamitsuk ki az 0 <z < x5 < --- <1z, <1 alakzat n dimenziés térfogatat.
Megoldas.

1 1—x1 l—x1——xp_1
In:// / 1dz, ... dayday
0 0 0

t; = 775 helyettesitéssel (1 =2,3,...,n) dz; = (1 —x1) dt;:

1—to 1—to——tp—1
1_/ 1—931"1/// / 1dt,, ... dtyda;

:/0 (1 —1'1) n 1dx1
1 1

= —lp_1 = —'
n n:

mivel [, = [} 1dz = 1.

Megjegyzés. A feladatot integraltranszforméacioval is meg lehet oldani: a [0, 1]™ alakzatot
n! darabra felbonthatjuk aszerint, hogy a koordinatakat milyen permutécié rendezi sorba.
Mivel két koordinata felcserélése egy olyan koordinatatranszforméacio, aminek a Jacobi-
determinansa —1, az egyes darabok térfogata megegyezik. Mivel az 6sszegiik 1, egy darab
térfogata %



