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12. feladatsor: Integraltranszformacié (megoldas)

1. Szamoljuk ki az alabbi integralokat.
a) // y*dT, ahol A = {(z,y)]2® +9?> < 4,0 <y < z}
A

b) // 2’ydT, ahol A = {(z,y)|1 <a?+y* <42 >0,y >0}
A
c) // 7Tzy* dT, ahol A = {(:U,y)‘él <224+ y2<9,2>0,y > \/§x}
A
Megoldas.
a) A tartomany origd kozéppontu korcikk, tehat célszerii polarkoordinatdkra attérni:
x(r,p) =rcosg
y(r,p) = rsing,

az 1j integralasi tartomdany [0, 2] x [0, 7/4]. Tehat az integral
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b) Ismét polarkoordindtdkat hasznalunk, most r € [1,2] és ¢ € [0, 7/2], tehat

w/2 2
// 2?ydT = / / r? cos? ar sin ar dr da
T 0 1
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c) Polarkoordinatdkban r € [2,3], ¢ € [r/3, /2] tartomanyon integralunk:

w/2 3
/ / Tey* dT = / / 7r cos ar sin? oo dr dov
T w/3 J2
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2. Szamoljuk ki az 22 +y? = 1 egyenletii henger és a z = 0, valamint a z = 2 —z — y egyenleti
sikok altal hatarolt térrész térfogatat.

Megoldds. Hengerkoordinatakat érdemes hasznélni, az attérés utén az r € [0, 1], ¢ € [0, 27]
és 0 < 2z <2 —rcos¢ — rsin ¢ feltételekkel megadott normaltartoméany lesz az integralasi
tartomany. A térfogat a konstans 1 fiiggvény integrélja, de a Jacobi-determinans r, tehat
a keresett térfogat

//A(2—x—y)dv:/0%/01/()2_TCOS¢_TSin¢rdzdrdq§
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3. AV korlatos térrész hatarai a z = /x? + 9?2, illetve a z = 1 egyenletii felilletek. Szamitsuk
ki az

i

integral értékét.

Megoldds. Az elsé feliilet egy olyan végtelen korkup, aminek a tengelye a z tengely pozitiv
fele, és az alkotéi a z tengellyek 7/4 szoget zarnak be. A maéasodik felillet egy sik, ami
meroleges a z tengelyre. A kett6 kozotti alakzat egy kip, az integralt hengerkoordinatédkra
attérve szamolhatjuk a legegyszeriibben. Az 1j integralasi tartomanyt megadé feltételek
r € [0,1], ¢ € [0,2n], r < z < 1. Az integrandust /a? + y?> = r figyelembevételével
atalakitjuk, ezzel az integral

///V\/mdv:/OQW/Ol/Tlrwdzdrdcﬁ:/02”/01(7'2—7“3)de¢:g

4. Szamitsuk ki az / / / xyzdV integral értékét, ahol a V korldtos térrész az a2 +y? + 22 < 1
v
gomb belsejének az x > 0, y > 0, z > 0 térnyolcadba esé része.

Megoldas. Hasznaljuk gémbi koordinatédkat, azaz

x(r, ¥, ) = rsinv cos p
y(r, 9, @) = rsindsin ¢
z(r, 9, p) = rcos,

A Jacobi-determinans r?sint. A V térrésznek megfeleld paraméterértékek r € [0,1], ¥ €
[0,7/2], ¢ € [0,7/2]. Tehat az integral

w/2 /2 rl
/// rxyzdV = / / / 3 cos® ¥ sin ¥ cos ¢ sin ¢r? cos 9 dr dd de
v 0 0 0
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:/ cosqbsingbdgb/ cosgﬂsinﬁdﬁ/ 5 dr
0 0 0
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Tovabbi gyakorlé feladatok
Ty

5. SZémitsuk ki az //T\/m

egyenlotlenségekkel adott tartoméany.

dT integral értékét, ha T az 4 < 22+ 4> <25, 2 <0,y >0

Megoldds. Polarkoordindtédkat hasznalunk, az 1j valtozdkra nézve r € [2,5] és ¢ € [7/2, 7]
a feltétel. /a2 + y? = r felhasznalasdval

xy [T [Prcosersing [, ™ _ 39
/-/T\/de_/w/Q/z frdrdoz—/z r dr/7r/2008g051ng0dg0——2

6. Szamitsuk ki az

[:/ e dx

— 00

integral értékét. (ﬁtmutatés: irjuk fel az integral négyzetét, alakitsuk kétvaltozds integralla
és térjiink at polarkoordinétékra.)



Megoldas.

I? = /OO e d:c/oo eV dy
= //R2 eV dy dy
21
—/ / rdrdcp

]

alapjan I = /7.
. Szédmoljuk ki a z = /22 + y2 és a z = 6 — 22 — y? egyenletii feliiletek 4ltal hatdrolt korldtos
térrész térfogatat.

Megoldas. Mindkét feliilet szimmetrikus a z tengely koriili forgatasokra nézve, emiatt ér-
demes hengerkoordinatakra attérni. x = rcos¢, y = rsin¢ helyettesitéssel a feliiletek
egyenletei z = r és z = 6 — r2. A metszésvonal az egyenletrendszer pozitiv megoldésa,
tehdt z = r = 2. A tartomdnyt emiatt a 0 < r < 2, r < 2z < 6 — r? egyenl6tlenségekkel
jellemezhetjik. A térfogat az 1 integralja, tehat

///VdV:/O%/;/TBrQTrdrd¢:/02ﬂ/02(6—r2—r)rdrd¢:Szﬁ

. Szamoljuk ki az 22 + y> + 22 < 1 és a Va2 + 2 < z < V322 + 2 egyenlbtlenségekkel

adott térrész térfogatat.

Megoldds. Az els6 egyenlOtlenség egy origd kdzépponti gombot hataroz meg, a masik ketto
pedig egy-egy olyan korkup belsejét illetve kiilsejét, amelyek csticsa az origd és tengelye
a z tengely. Gombi koordinatakban mindegyik feltétel egyszertien kifejezhets: r € [0, 1],
v € [m/4,7/6]. A térfogatot az 1 fiiggvény integralasaval kapjuk:
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