Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

13. feladatsor: Hatvanysorok (megoldas)

1. Hatarozzuk meg a kovetkez6 sorok konvergenciatartomanyat.
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Megoldas.

a) A konvergenciaintervallum kozéppontja 1. A Cauchy-Hadamard-tétel alapjan megha-
tarozhatjuk a konvergenciasugarat:
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tehat r = 2. Ebbdl annyit tudtunk meg, hogy a konvergenciatartoméany tartalmazza
a (—1,3) intervallumot és része a [—1, 3] intervallumnak. A két végpontot kiilon meg
kell vizsgalni. Az x = —1 pontban a sor

ami divergens. Az x = 3 pontban viszont

N

n=1

ami Leibniz tipust, tehat konvergens. A konvergenciatartomany ennek alapjan (—1, 3.
b) A hatvanysor —7 koriili, a konvergenciasugar
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alapjan végtelen. A konvergenciatartomany R.

¢) A megadott sor 0 kozéppontu hatvanysor, a konvergenciasugar
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alapjan % A konvergenciaintervallum végpontjait kiillon meg kell vizsgalni. Az x = —
pontban a minoranskritériumot hasznéalhatjuk,
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alapjan a sor divergens. Az x = % pontban viszont a sor
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ami Leibniz tipust, tehat konvergens. A konvergenciatartomany (—%, %]

Ez a sor nem hatvanysor, de a gyokkritérium segitségével meghatarozhatjuk a konver-
genciatartomanyt. A sor konvergens, ha
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azaz
0 <2224+ 10z + 15 és 222 + 102 + 9 < 0.

Az elso egyenlotlenség minden valds szamra teljesiil, a méasodik pedig akkor, ha x €
(3(=5=+/T),1(=5+/T)). A végpontokon kiilon kell vizsgdlni a sort. Mindkét esetben
(22 +4)(z + 3) = 3, tehét a sor

ami konvergens. A konvergenciatartomény igy [2(—5 — v/7), (=5 + V/7)].

A sor egy 0 kozéppontt hatvanysor. Csak a harommal oszthato kitevéjli tagok kiilon-
boznek nullatol, tehat elég ezen a részsorozaton tekinteni a Cauchy-Hadamard-tételben
szereplo limesz szuperiort. A konvergenciasugar
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alapjan v/2. A végpontokban a sor
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mindkettd divergens. A konvergenciatartoméany (—+/2, v/2).

A sor egy 2 kozépponti hatvanysor. Csak a paros kitevéji tagok kiilonboznek nullatol,
tehat elég ezen a részsorozaton tekinteni a limesz szuperiort. A konvergenciasugar
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alapjan 3. A végpontokban
Z (n+1)

tehat a konvergenciatartomény (—1,5).



2. Hatarozzuk meg a kovetkezo sorok konvergenciasugarat.
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Megoldas.
a) A Cauchy-Hadamard-tétel alapjan
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tehat a konvergenciasugar e?.
b) A hanyadoskritériumot alkalmazhatjuk, ennek alapjan a konvergenciasugér
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3. Adjuk meg az alabbi fiiggvények x, bazisponti Taylor-sorfejtését és annak konvergencia-

tartomanyat.
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Megoldas.
a) A mértani sor Osszegképlete alapjan
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a sor konvergenciatartomanya (—3,3). Hasonl6an
I |
r—3 (z—5)+2
11
21— (%)
%)
a konvergenciatartomany (3,7).
b) A 0 koriili Taylor-sor
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a konvergenciatartoméanya (—2,6). A xq = —5 kézéppontta Taylor-sor
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a konvergenciatartomany (—8, —2).
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a konvergenciatartomany (—v/3,v/3). A g(z) = 2°f(x) fiiggvény Taylor-sorat tagon-
kénti szorzassal kapjuk:
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a konvergenciatartomany (—v/3,v/3).
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a konvergenciatartomany (—7,7). A g(z) = 3z f(x) fiiggvény Taylor-sorat tagonkénti
szorzassal kapjuk:
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a konvergenciatartomany (7,7).

Megjegyzés. Altalanosan is felirhatjuk az f(z) = (z — a)~" fiiggvény xo koriili Taylor-sorat
a kovetkezo modon:
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a sor konvergenciatartomanya (xg — |a — xo|, zo + |a — xo|).
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4. frjuk fel az alabbi fiiggvények xy pontbeli Taylor-sorat és annak konvergenciatartomanyat.

a) f
b) f
c) f

d) f

Megoldas.

a)

1 (z )—sm3x xo =10
fo(z) =€e* 2g=0é 29 =3
3(x) = smh23: , 2o =0
fa(z) = e cosh bz, g = 0
A sinz fiiggvény 0 koriili Taylor-sorédba helyettesitsiik a 322 kifejezést:
o0 (322)2n+1 = (3)2n+
— -1 n — -1 n n—+2
h@) =2, 0" gy = 2V g

Mivel a sin x Taylor-sora mindenhol konvergens, a kapott sor konvergenciatartomanya
is R
Az exponencidlis fliggvény 0 korili hatvanysorabol indulunk ki:

fZ(x) = Z = Z Hxnv

|
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a konvergenciatartomany R. Az xy = 3 koriili hatvanysor hasonléan szamolhato:

fQ(Qf) _ e1264(x 3) 12 Z Z 612 o n’

a konvergenciatartomany R.
Megjegyzés. Altalanosabban:

= aa"
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konvergenciatartomanya R.

A sinh z fiiggvény 0 kozépponti Taylor-sorabdl indulhatunk ki, ami mindenhol konver-
gens, tehat

0o (21,4)271—&—1 00 22n+1
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konvergenciatartomanya is R.

f1 két exponencidlis fiiggvény 0Osszegeként irhato fel, a kiilon szamolt Taylor-sorokat
osszeadhatjuk:
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A sor konvergenciatartomanya R.

. 1
5. Irjuk fel az f(x) = —— fuggvény xy = 0 bazisponti Taylor-sorfejtését, és hatdrozzuk
x

+3

meg a konvergenciasugarat. Az f fliggvény sorfejtésére tamaszkodva irjuk fel az alabbi
fuggvények xy = 0 bazispontu sorfejtését, és adjuk meg ezek konvergenciasugarat is.

a)
b)

9(x) = In(z +3)

1
"= evsp



Megoldds. A mértani sor 6sszegképlete alapjan

ha |z| < 3, tehat a konvergenciasugar 3
a) ¢'(x) = f(z) és g(0) = In 3, tehat a hatvanysort tagonként integralva

[e's) _1\k
g(x) = (In3) + kz_: (k:—ll))?,’“rlxkﬂ

adodik. A konvergenciasugar megegyezik az eredeti soréval, azaz 3.
b) 1f"(z) = h(x), tehat a hatvdnysort tagonként derivalva

h(l’) _ i (_1)3]ZS_IT — 1)£L‘k_2,

k=2

az igy kapott sor konvergenciasugara is 3.
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6. Tudjuk, hogy In(1 +z) =2 — — + — — — + ..., a sor konvergenciasugara 1.
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2

a) Irjuk fel az f(z) = In (1 + a;)) fiiggvény o = 0 bazispontt Taylor-sorat, és adjuk meg
a konvergenciasugarat.
b) Az f fiiggvény sorfejtését felhasznélva adjuk meg az

1 12
In{14+ —]d
/ ( 3) .
integral értékét az f figgvény negyedfoki Taylor-polinomjanak felhasznédlaséval, és
becsiiljik meg a hibat.
Megoldas.

a) In(1 + z) megadott Taylor-sordba x helyére a x?/3 kifejezést frjuk, ekkor a kovetkezd
hatvanysor adodik:

i (_1>n+1 x2n.
—= nd"

Ez akkor konvergens, ha x?/3 < 1, tehdt a konvergenciasugar V3.
b) A [0,1] intervallumon

2 2 4
In <1+"‘;> _ % - %+Ré4)(x,§)

ahol 0 < ¢ <1 és a maradéktag feliilrol becsiilhetd
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modon, mivel
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derivaltjinak egy zérushelye van [0, 1]-ben, ez £ = 21/3—3 és itt maximum van. Emellett
itt R(()A‘)(:v,{) > 0, tehat

/()1111( >x>/ (—)dlelo
/Om( )dx</ <_$4 W)dx

45 + 264/3
— = TV (1190841 . ..
10+ 1320 01208

A pontos érték: —2+ 7= +1In g = 0,10148143. ...

és

. 1 1
7. Irjuk fel az f(z) = — és g(r) = —

és a sorok konvergenciasugarat. Hatdrozzuk meg az x* egyiitthatoit.

figgvények xq = 0 bazispontu Taylor-sorat

Megoldds. A binomialis sor alapjan

1 1 —1 \ 72 1/2\ (=1)"
- (1= — n
g 2<+4x> Z(n T T
a sor konvergenciasugara 4. z helyére x2-et irva
1 1 /=1/2\ (-1)"
S L
V=22 52\ n 4n
adodik, ennek konvergenciasugara 2. Az keresett egyttthatok

(-3)(-3)(3) (-5 1 _ 35

1
2 41 44~ 65536

és

1
Legyen f(x) = ﬁ

a) Irjuk fel az f fuggvény z, bazisponti Taylor-sorat és a sor konvergenciasugarat.

és ZL’OZO.

b) Mennyi 2® egyiitthatéja?

c¢) Hatdrozzuk meg f26(0) és f)(0) értékeét.
Megoldas.

a) A binomidlis sor felhasznaldsaval

1 1 2\ o1& (—1/5) [ 22\" X1 n—1+1/5\ 1
V32 — 222 2(“( 16)) Z( ><_16> _7;)2( n )16”

A konvergencia feltétele | — 22/16| < 1, tehdt a konvergenciasugr 4.
b) 2% egyiitthatéja
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¢) f™(0)/n! megegyezik 2" egyiitthatéjaval, tehat

F29(0) = 26'5

61/5 ~ 652918964966773834338009
13 1613 B 524288000000000

és
F#)(0) = 0.

Tovabbi gyakorlé feladatok

9. Allapitsuk meg az aldbbi szdmsorok 6sszegét. (Utmutatés: irjuk fel az e® és a sinx fligg-
vények 0 kozepii Taylor sorat.)
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Megoldas.
a)
R
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tehat
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b)
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0o k
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¢) Az exponencidlis fiiggvény Taylor-sorat felhaszndlva
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d) Az exponencidlis fiiggvény Taylor-sora alapjan

S L
= 2| NG



10. Adjuk meg az f(z) = 5ade 3% fiiggvény o = 0 bézisponti Taylor-sorfejtését és annak
konvergenciatartomanyat. Szamitsuk ki f1°9(0) és f190(0) értékeét.

Megoldds. Az exponencialis fiiggvény 0 kortli Taylor-sorabol indulunk ki:
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a sor mindenhol konvergens, mivel e¢* Taylor-sora is minden x értékre konvergal. A deri-
valtakat a Taylor-sor egyiitthat6ibol szamolhatjuk:

7% 0) =0

és
5. 349
10 (0) = —===-101.
SN(0) 101
11. Tekintsiik a Z x" hatvanysort, és szamoljuk ki az Gsszegét.
n=0

a) Irjunk z helyébe —t-t, majd az igy keletkez8 hatvanysort integraljuk 0-t6l y-ig. Milyen
osszefliggést kapunk?
b) Bizonyitsuk be, hogy 1 — % + % — i + % +...=In2.

c¢) Hasonléan, csak x helyébe —t2-et irva, ldssuk be, hogy 1 — % + % — % + % +...=

NE

Megoldds. A megadott sor Gsszege a mértani sor Osszegképlete alapjan
o
o
n=0

ha z € (—1,1).
a) y € (—1,1) esetén az integralds tagonként elvégezheto:

—Z/ " dt = /Z = Oyl_lwdt—log(Hy),

tehat a log(1 + y) fiiggvény 0 korili Taylor-sorat hataroztuk meg.
b) A

o0

> (="

n=0

o] n+1
Z(_l)n Yy
=0 n+1

sor konvergens az y = 1 pontban, mivel Leibniz tipusi. Ekkor éppen a kérdéses sort
kapjuk, az 0sszeg tehat In 2.

c) ¥ = —t? helyettesités utédn integrdlunk:
- Vg o 2t
—t5)"dt = 1 n/ " dt = 1"
/ Z nz;)< ) 0 nz::o( ) 2n+1
és

/Z —tH"dt = /1+t2dt—arctany

A két kifejezés egyenléségébdl y = 1 helyettesitéssel adodik az allitas, az igy kapott sor
Leibniz tipust, tehat konvergens.
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/32 — 222

ciasugarat. Szamitsuk ki g(192(0) és g11%%)(0) értékét.

12. Irjuk fel a g(x) = fliggvény xy = 0 bazisponti Taylor-sorat és a sor konvergen-

Megoldas. A binomialis sor felhasznalasaval

-1/5 o0 n %)
273 (1 a? S —1/5\ ( a* _y n—1+1/5 Rty
V32 — 2z 16 =\ n 16 = n 16™

A konvergencia feltétele | — 22/16| < 1, tehdt a konvergenciasugér 4.
g™ (0)/n! megegyezik 2" egyiitthatéjéval, tehét

g192(0) = 0

és

24 1
g199(0) = 103!( 6/ 5)

50 ) 16°0°

1/2 1
0 V1ot
Taylor-polinomjanak felhasznalasaval, és becsiiljiik meg a hibat.

Megoldas.

13. Adjuk meg az dx integral értékét az integrandus 0 kozépponti nyolcadik

1 3
(1+x)’1/2:1—§:c+§:c2+~'

alapjan a nyolcadik Taylor-polinom

1 3
Tg(x) =1-— §x4 + gsz.

A maradéktagot felirhatjuk az integrandus 9. derivaltjanak segitségével is, de az sok sza-

moléssal jar. Ehelyett hasznaljuk (1 4 z)~'/? maradéktagjat.
(2" = -2,

tehat
Ura)y V=1 Loy 32 LD gy

2 8 3! 8

valamely & € [0, z] értékre. A maradéktag abszolutértéke ¢ fliggvényében monoton csokken,

emiatt feliilrél becsiilhet6 az %x?’ értékkel, tehat o helyére a z* kifejezést helyettesitve

1/2 1 1/2 1/2 5 5 2-13 5
-4 —/ Tu(z)d </ O g, 2 E T <3.10°
v g, Blode s [oqprtde = gemen = s <
A Taylor-polinom integralja
1/2 1 1 1Y% 30533
Te(x)dx = |z — —2° 9] = """ =0.496956. ...
/0 s(x) do [w 0% T4, T 61aa0 "V

14. Irjuk fel az f (z) = V14 223 fiiggvény zo = 0 bazispontii Taylor-sorat és a sor konvergen-
ciasugarat. Szamitsuk ki f((0) és f19(0) értékét.
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Megoldds. A binimialis sor alapjan

CRIEE RS o G RIS ol G E

n—0 n n

ez akkor konvergens, ha [22°| < 1, tehat a konvergenciasugar 1/v/2. f™(0)/n! az 2"
egyitthatoja, ennek alapjan

£9(0) = o1 <1é 4) 2% — 158760

és

£19(0) = 0.
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