Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

2. feladatsor: Rang, inverz, linearis egyenletrendszerek
(megoldas)

1. Szamitsuk ki a megadott matrixok rangjat, valamint az A, B matrixok inverzét, ha létezik.

1 2
A=l
(1 2 3
B=1|2 4 5
3 5 6
1 0 7 -1
C__Q 0 7 51
Megoldas.
rk A =rk E _09] = 2.
1 2 3 1 2 3
rtkB=rk|0 0 —-1|=rk|0 -1 —-3| =3.
0 -1 -3 0 0 -1
1 0 7 -1
rkC’—rk_O 0 _7 71—2

Az A matrix inverzét legkdnnyebben az aldeterminansok segitségével irhatjuk fel:

P 1 5 -2 1[5 =2
T 1.5—2.7|-7 1| o9l|-7 1

B! kiszdmitdsdhoz hasznaljunk Gauss—Jordan-elimindciot:

12 3/100 1 2 3|11 00 1 2 3171 0O
245/010/~0 0O -1|-210~|0 -1 =3|-30 1|~
356001 0 -1 -3/-3 01 0 0 —-1(-2 10
1 2 3|71 00O 1 231 0 0 120 -5 3 0
~10 -1 -3|-3 0 1|~01 3|3 0 —-1|~|0 10 -3 3 —1|~
0O 0 —-1/-2 10 001{2 -1 0 0012 -1 0
1001 =3 2
010 -3 3 -1
0012 -1 0

T T
2. Legyen a = {—2 4 ésb= |4 3 —2} . Oldjuk meg az el6z6 feladatbeli A és B matri-
xokkal az Ax = a és Bx = b egyenletrendszereket Gauss-eliminécioval illetve inverz métrix

modszerével.



Megoldds. Az els6 egyenletrendszer kib6vitett matrixanak masodik sorabdl levonjuk az elsé
T-szeresét:

1 2| -2 1 2 ]-=2
7 5| 4 0 -9 18

A masodik sor alapjan xo = —2, ezt az elsd sorba helyettesitve z1 = —2 — 2x9 = 2.
A masodik egyenletrendszert megoldasa

1 -3 2 4 9
x=B'b=|-3 3 —1||3|=|-1
2 —1 0| [=2 5

3. Hany fiiggetlen vektor valaszthaté ki az aldbbiak koziil? Mennyi az altaluk generalt altér
dimenzidja?

21 17 [7
o, -1/, 17
6| [3] |7

Megoldds. A vektorok koziil kivdlaszthato linedrisan fiiggetlen vektorok maximalis szama
egyenlo a generalt altér dimenziéjaval és annak a matrixnak a rangjaval is, amelynek osz-
lopai a megadott vektorok. A rangot meghatarozhatjuk Gauss-eliminacioval:

2 1 7 2 1 7
0O -1 7| ~1|0 -1 7 |.
6 3 7 0O 0 -14

A kapott matrix felso haromszog alakt, az atléban nullatol kiillonb6zo elemek allnak, tehat
a rang 3.

4. Oldjuk meg az Ax = b egyenletrenszert Gauss-eliminaciéval. Mennyi A rangja?

a)

—_
—_
w

7 8 9
b)
11 2 3
A= 5 b=1]6
7T 7 8 10
Megoldas.
a)
1 1]3 1 1| 3 1 1] 3
4 5|6 ~1|0 1| 6|~ 1|0 1|—6
7 819 0 1]—-12 0 0] —6

A kapott egyenletrendszer utolsé egyenlete 0 = —6, tehat nincs megoldéds. Az egyiitt-
hatématrix 1épcsés alakjaban két nemnulla sor van, tehat rk A = 2.



11 2|3 11 2 3 11 2 3 11 23
4 4 5/6|~100 =3 -6|~00 1| 2 |~1]001]2
7T 7 8|10 0 0 —6]—-11 0 0 —6]—11 0 0 0|1
Az utolso egyenlet 0 = 1, tehat nincs megoldas. rk A = 2.
5. Hogyan kell az o, § paramétereket megvalasztani ahhoz, hogy az
—y+2z=3
r+3y =7
—2r4+oay+2=0
egyenletrendszernek
a) ne legyen megoldésa;
b) végtelen sok megoldasa legyen?
Megoldas. Végezziink Gauss-eliminaciot a kibévitett méatrixon:
0 -1 2|3 1 3 0|p 1 3 0| p
1 3 08| ~|0 —1 2{3|~]|0 1 —=2|-3|~
-2 «oa 1]0 -2 o 1]0 -2 a 1|0
1 3 0|58 13 0 5
~ 0 1 —21=3| ~ |0 1 -2 -3
0 64+a 1 |28 0 0 13+2a|1843a+25
Az egyiitthatomatrix rangja 2 ha a = —%, egyébként 3. A kib6vitett matrix rangja
o= —%, = % esetén 2, egyébként 3.
a) Akkor nincs megoldas, ha a kib6vitett matrix rangja nagyobb mint az egytitthatémét-
., ; _ 13 ¢ 3
rixé, tehdt ha a = -3 és 3 # 1.
b) Akkor van végtelen sok megoldas, ha az egyttthatématrix rangja megegyezik a kibé-
vitett matrix rangjaval, és ez kisebb az ismeretlenek szamanal, tehat ha o = —% és
=1

Tovabbi gyakorlé feladatok

6. Szamitsuk ki a megadott matrixok rangjat, valamint az A matrix inverzét, ha létezik.

3
A:

O W= W=

B =

CO = DN O UL b
— W O O Ot

N =~ 0O

Megoldas. Sormiiveletekkel hozzuk 1épcsos alakra a métrixokat:

1 2 3
tkA=1rk |0 1 —1|=2
00 0

Mivel a rang kisebb mint a matrix mérete, nem létezik inverz.

3



1 2 9 8 1 2 9 8
rkB=rk |0 -2 —-24 -20|=rk|0 -2 —-24 —-20| =3.
0 —-10 =80 —-70 0 0 40 30

7. Hany figgetlen vektor valaszthato ki az alabbiak koziill? Mennyi az altaluk generalt altér
dimenzidja?

1 2 1 0
2 -1 =3 |9
o121 12]71]2
1 1 0 1

Megoldds. Az oszlopokat rendezziik egy 4 x 4 méretli matrixba, ennek a rangjat kell meg-
hatarozni. Ehhez hozzuk 1épcsés alakra Gauss-eliminacioval:

1 2 1 0 1 2 1 0 121 0 121 0
2 -1 -3 5 0 -5 —5 5 011 —1 011 —1
0 2 2 2/ 7lo 2 2 27011 1| 7joo0oo0 2
1 1 0 1 0 -1 -1 1 011 —1 000 0

A rang megegyezik a nemnulla sorok szamaval, vagyis 3.

8. Oldjuk meg az Ax = b egyenletrenszert Gauss-eliminaciéval. Mennyi A rangja?

1 2 3 4
5 6 7 8
A= 9 10 11 b= 12
13 14 15 16
Megoldas. Végezziink Gauss-eliminaciét a kibévitett matrixon:
1 2 3|4 1 2 3 4 1 2 3|4
5 6 718 0 —4 -8 |-12 01 2|3 1 2 3|4
9 10 1112 0 -8 —-16|—-24 01 2|3 01 2|3
1

13 14 15|16 0 —12 —-24|-36 0 213

rk A = 2 és ennyi a kibOvitett matrix rangja is, tehat létezik megoldas. Mivel az ismeretle-
nek szama 3, van egy szabad paraméter: xs tetszélegesen megvalaszthaté, visszahelyette-
sitve x9 = 3 — 223, 11 = —2 + x3.

9. Legyen
1 25 0 1
A=1-3 2 1|,b= 8| ,x= |z
a 21 153 T3

Hogyan valasszuk meg az « és [ paraméterek értékét ugy, hogy az Ax = b egyenletnek
egyértelmii megoldasa legyen; végtelen sok megoldasa legyen; ne legyen megoldasa?

Megoldas. Végezziink Gauss-eliminaciot a kibévitett méatrixon:

1 2 510 1 2 5 0
-3 2 1|8 ~10 8 16 8| ~
a 2 1|p 0 2—2a 1—-5a|f
1 2 5) 0 1 2 5 0
~ |0 1 2 1{ ~ (0 1 2 1
0 2—2a 1—-5a|pf 00 3—a|—-2+2a+p

Az egyiitthatématrix rangja 2, ha o = —3, egyébként 3. A kibdvitett matrix rangja 2, ha
a=—3¢és [ =8, egyébként 3.



a) Akkor van végtelen sok megoldasa, ha mindkét rang 2, tehat ha o = —3 és § = 8.

b) Akkor nem létezik megoldas, ha a kib&vitett métrix rangja nagyobb mint az egyiittha-
tomatrix rangja, tehat ha a = —3 és § # 8.



