Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

3. feladatsor: Rang, linearis egyenletrendszerek, linearis
transzformaciék (megoldas)

1. Szamitsuk ki a megadott matrix rangjat A € R fliggvényében.

A1 11
A= Al oA
1 A N

Megoldds. Az utols6 oszlop elhagydsdval kapott négyzetes matrix determindnsa A3 —3\+2 =
(A—=1)2(A+2). Tehat ha A\ # 1 és X\ # 2, akkor a rang 3 (t6bb nem lehet, hiszen csak hdrom
sor van). Ha A = 1, akkor minden oszlop ugyanaz a (nullatél killonb6z6) vektor, tehat a
rang 1. Ha viszont A = 2, akkor az els6 oszlop elhagyasaval kapott matrix determinansa
—3, igy a rang ekkor is 3.

2. Allapitsuk meg, hogy a megadott egyenletrendszernek hiny megolddsa van az u,v valds
paraméterek fiiggvényében.

a)

[L’1+2[L‘2:1
1 — ULy = 2

T+ vry =2

2$1+$2+$3I4
(L’1—|—2[I)2—ZL‘3:3
xl—x2—|—2x3:v

—$1+U$2+$3:3

Megoldads. Az egyenletrendszerek kibovitett matrixat sormiiveletek segitségével egyszertibb
alakra hozzuk, hogy az egyiitthatématrix és a kibovitett matrix rangjat is le tudjuk olvasni.
Ha a két rang egyenlo, akkor létezik megoldas, egyébként nem létezik. Az elobbi esetben
ha az ismeretlenek szama megegyezik a ranggal, akkor egyértelmii a megoldas, egyébként
végtelen sok van.

a)

1 2 |1 1 2 1
1l —ul|2 ~|0 —2—u|l
1 v |2 0 —24wv |1

Ha v = —2 vagy v = 2, akkor az utolso két egyenlet valamelyike ellentmondéasra vezet.
Ha viszont u # —2 és v # 2, akkor az egyiitthatomatrix rangja 2, ami egyben az
ismeretlenek szama is. A kibdvitett matrix rangja 2 ha —u = v, egyébként pedig 3.
Tehat nincs megoldas, ha u = —2 vagy v = 2 vagy —u # v, minden mas paraméterérték
mellett pontosan egy megoldés van.



2 1 1|4 1 13 1 2 -1 3

1 2 —113 2 1 1 |4 0 -3 3| -2

1 -1 2o~ 1 =1 2 o/ l0 -3 3 |v-3

-1 wu 113 -1 w 1 |3 0 u+2 0 6
12 -1 3 1 2 -1 3
0 -3 3 —2 0 -3 3 —2

“lo o 0 v—1 1710 0 3u+6|14—2u

0 0 3u+6]|14—2u 0 0 0 v—1

A harmadik egyenletnek nem tilinik el egyszerre a két oldala, tehat legalabb 3 a kibo-
vitett matrix rangja. Ha v # 1 vagy u = —2, akkor az utols6 két egyenlet valamelyike
ellentmondasra vezet, tehat ekkor nincs megoldas. Ha v = 1 és u # —2, akkor vi-
szont mindkét rang 3, és ennyi az ismeretlenek szdma is, tehét ilyenkor pontosan egy
megoldas van.

3. A Cramer-szabaly segitségével szamoljuk ki a megadott egyenletrendszerben a megadott
ismeretlen értékét.
a) xy =7

r1+ 229 + 3x3 — 224 = 6
201 — X9 — 223 — 314 = 8
3x1 4+ 229 — 23+ 204 =4
2x1 — 319 4+ 223 + 14 = —8

200 + o+ T3+ x4 + 25 =2
T1+ 203+ 23+ T4+ 25=0
T1+ 2o+ 33 +x4+25=3
T, 4+ X9 + 3 +4Ts + 25 = —2
T1+ 2o+ a3+ 24+ D25 =05

Megoldas. Az egyenletrendszereket irjuk Ax = b vektoros alakba, és jeldlje A; azt a mat-

rixot, amelyet A-bol tgy kapunk, hogy az ¢. oszlopot a b oszlopvektorra cseréljiik. A

Cramer-szabély szerint ha A invertalhato, akkor a megoldas z; = 9ct4

det A~
a)
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1

2 -1 -2 8 0 -5 -8 -4
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det A4 = =
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: __ —648 _
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b)
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12111 |-1 1 0 0 1 jégg
dtA=|1 13 1 =1 0 2 0 1= -~ o 4

L1141 =10 0 3 L | 0 0 "
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Soooo o) |2
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LS 13 —4 —4

—-13 -4 —4 —4
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02111—21001_12(1)28
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13 -4 —4 —4

igy 1 = % = 1.
. Vizsgéljuk meg, hogy a megadott transzforméacié linearis-e, és ha igen, irjuk fel a matrixat
R? megadott bazisaban.

a) L A R a standard bazisban.
Y] Dx — 2y
] B [ 32 + Y 1 =1, ..

b) L <y> = |52 - Qy] az [11 ) [ 1 ] bézisban.

c) L z) — Byl a standard bazisban.
Y | 0T — 2y

Megoldas.



a) A transzformécié linedris, mivel

e e ) =2 ([ T o))
Y1 Y2 Q1Y + QY

_ (11 + agwe) + (ayr + ays)
5(a1z1 + aars) — 2(a1y1 + o)

o 3r; + Y1 3o + Y2
- [5961 — 291] T [5@ — 2y

=t ([o]) reat ([3])
n Y2
A standard baziselemek képei
1 3 1 0
(Jo]) = ) =2[o] +33]
0 1 1 0
L) = [ =1fa] -2 1)
tehat a transzformacié matrixa ebben a bazisban
3 1
5 —=2|°
b) A transzformdcié megegyezik az a) feladatbelivel, tehat linedris. A megadott bazisele-
mek képei
1 4 711 1]-1
L(b)) =13 =50 -3 ]
—1 -2 911 5 -1
A(BINERS R
tehat a transzformacié matrixa ebben a bazisban

Kl

Megjegyzés. Az 0j bazisban L matrixat kiszamithatjuk a standard bazisbeli matrixbol
bazistranszformaciéval is. Legyen S az a matrix, aminek oszlopai az 1j bazis koordinatai
a régi bazisra nézve:

1 -1
=[]
Ha M jeloli L matrixat a régi bazisban, akkor az 1ij bdzisban a matrix S~*MS:

B S0

c) Ez a transzformdcié nem linearis. Ha ugyanis az lenne, akkor a nullvektor képe a
T
nullvektor lenne, de ehelyett a kép [1 O} )

DO [©

11
STIMS = [ 2 3
2

5. Irjuk fel a megadott linearis transzformacick matrixat a sik /tér standard béazisaban.
a) a sik origd koriili forgatasa « szoggel pozitiv irdanyban

4



T
b) az origén atmend, n = [A B C} normalvektoru sikra vett merdleges vetités

T
c) az origbn atmend, n = [A B C’} normalvektoru sikra vett tikrozés
d) az z = y = z egyenes kortili 120°-os forgatds a pozitiv okténs fel6l nézve pozitiv
forgasiranyban.
Megoldas.
T . . T T . . . T
a) [1 O} elforgatottja {cosa sin a} , {0 1} elforgatottja pedig [— sina cosaf . Te-
hat a transzformacié matrixa

cos —Ssin«
sino  cosa

b) Jelolje P az n egyenesére valé merdleges vetitést. Ez is linedris transzformacio, és a
sikra vett merdleges vetités I — P.

(n,x) nn?

P —= . = —
TR ) T Pt

alapjan P métrixa [n|?nn?, igy a sfkra vett merdleges vetités matrixa

1.4 _AB ___AC
nn” A%2+B2+4C? A2+BQJ£C2 A%2+B2+(C?
J—— — | ___AB 1 _ B ____BC
]n]z A2+ B24(C? A2+ B24C? A2+BQtCQ
___4Ac _ _ _BC | _ __C _
A2+BQ+CQ A2+BQ+C2 A2+BQ+CQ

c) A tikrozés és az identitds Gsszege éppen a merdleges vetités kétszerese, tehdt a sikra
vett tiikkrozés matrixa

1 242 __ 2AB __ 2AC
nn? A2+ B24C? A2+B2+2(J2 A2+ B24C?
I—2 = _22A2B 2 1-— 22B2 2 _22320 2
|n‘2 A24+B24C A24-B2+C A2+ B24-C
_ 2AC _____2BC 1— 2C?
A2+BQ+02 A2+B2+C2 A2+B2+02

d) A maétrixot most legkonnyebben a definici6 alapjan szdmolhatjuk, hiszen a forgatéds a
T T T
standard bazis vektorait permutdlja: {1 0 0} képe [O 1 O} , ennek [0 0 1} a

T .
képe, aminek viszont {1 0 O} a képe. Igy a transzformacié matrixa
0 01
100

1

0 0

Tovabbi gyakorlé feladatok

6. Szamitsuk ki a megadott matrix rangjat A € C fiiggvényében.

A1 -1 A
A=1|-1 X 1 X
1 -1 X A

Megoldas. Mivel az utols6 oszlop az els6 harom 6sszege, a rang megegyezik az utolsé oszlop
elhagydsdval kapott részmétrix rangjaval. Ennek a 3x3 matrixnak a determindnsa A(3+\?),
aminek zérushelyei 0, ++/3i. Ha X ezektél kiilonbozik, akkor biztosan 3 a rang, ha viszont
ezek valamelyike, akkor legfeljebb 2 lehet. A bal fels6 2 x 2 részmétrix determindnsa 1+ A2,
ez mindharom esetben kiilonbozik nullatél, igy a rang A = 0, /37 esetén 2.



7. Allapitsuk meg, hogy a megadott egyenletrendszernek hény megolddsa van az u,v valds
paraméterek fliggvényében.

a)

93'1—|-2£L'2:1

3T1 +uUre = v

3$1+61’2:3
b)

$1+21’2:1

3r1+ure =5

3ZL‘1+6ZL‘2:U

1oy 4+ 229 + 223 =1
2x1 4+ dx9 +3x3 =1
3x1+ 619 + urs = v — 2
dx1 4+ Txg + 23 =0

Megoldds. Végezziink Gauss-eliminaciét a kibévitett matrixokon:
a)
1 2]1 1 2 1
3 ulv|~|0 u—6|v—-3
3 63 0 0 0
Az egytitthatomatrix rangja 1 ha u = 6, egyébként 2. A kibdvitett matrixnak 1 a rangja,
ha u = 6 és v = 3, egyébként 2. Az ismeretlenek szama ketto, tehat a megoldasszam 0,

ha u = 6 és v # 3, egy megoldas van, ha u # 6 és végtelen sok megoldéds van, ha u = 6,
v =3.

1 2|1 1 2 1
3 ulb|~ |0 u—=6 2
3 6|v 0 0 v—3

Az egytitthatématrix rangja 1, ha u = 6, egyébként 2. A kibOvitett matrix rangja 3
ha u # 6 és v # 3, egyébként 2, hiszen az utolsd sor és a kozépsd oszlop elhagyasaval
kapott matrixnak nem nulla a determindnsa. Az ismeretlenek szama ketto, tehat a
megoldasszam 0, ha u = 6 vagy v # 3, egy megoldds van, ha u # 6 és v = 3, és
semmilyen paraméterérték mellett nincs végtelen sok megoldas.

12 2] 1 1 2 2 1 12 2 1
2 5 3| 1 0 1 -1 | -1 01 -1 | —1
36 u|lv=2]"10 0 u=6lv=5/"100 u—=6|v—5
47 1] v 0 -1 -7 |v—4 00 -8 |v=->5
12 2 1 12 2 1
01 -1 | -1 01 —1 1
100 -8 |v=5"100 =8 v—5
0 0 u—6|v—>5 00 0 |[(u+2)(v—>5)



Az egyiitthatomatrix rangja mindig 3, a kib&vitett matrixa 4 ha u # —2 és v # 5,
egyébként pedig 3. Tehat ha u # —2 és v # 5, akkor nem létezik megoldas, ha viszont
u = —2 vagy v = 5, akkor pontosan egy megoldas létezik.

8. A Cramer-szabaly segitségével szamoljuk ki a megadott egyenletrendszerben a megadott
ismeretlen értékét.
a) xo =7

T1+To+ax3+as=4
Ty —To+ 23— 24 =0
r1 + 229 + 423+ 814 =0
T1 — 2x9 +4x3 — 8xy = 4

b) .1'1:?
331+3?2—|-333+374:O
$1+i$2—l’3—i$4:1
r1—To+ a3 —24=0

Ty — 1Ty — T3 +ixy =1

Megoldas.
a)
1 41 1
1 01 -1
1 0 4 8
1 4 4 -8 216 3
2T 1 o1 T2
1 -1 1 -1
1 2 4 8
1 -2 4 -8
b)
0 1 1 1
1 ¢+ -1 —
0o -1 1 -1
1 —¢ =1 ¢ —&1
Ty = = .=
1 1 1 1 —161 2
1 ¢ -1 —
1 -1 1 -1
1 — -1

9. Vizsgéaljuk meg, hogy a megadott transzforméacio linearis-e, és ha igen, irjuk fel a matrixat
R? megadott bazisdban.

a) L( o ) _ 9 7y1 a standard bazisban.
Tty

= dr =Ty az 1 , ! bazisban.
Y Tty 0] |1

) = x:g i_ 521 a standard bazisban.

o~
S—
h
VN
e R e 8

7



Megoldas.
a) A transzformécié linedris, mivel

o] e ) =2 ([ T o))
Y1 Y2 Q1y1 + QY
_ l9(a1x1 + apry) — T(ary: + 04292)]

(121 + apxs) + (a1y1 + Qoyp)

91 — Ty1 91y — Tyo
=« + «
1[ Tyt 2| w2+ w2

o ()« (1))

)t
)-L -]

tehdt a transzformacié matrixa ebben a bazisban

9 —7
1 11
b) A transzformdcié megegyezik az a) feladatbelivel, igy linedris. Az 4j bézisban felirt
matrixot meghatarozhatjuk bazistranszformaciéval. Legyen

-l

az 1j bazis elemeinek standard bazisra vonatkozo koordinataibol képzett oszlopokbol
allé matrix, ekkor L matrixa az 0j bazisban

Sl e e Y R R

c) A megadott transzformécié nem linedris, mivel

H(epf) =] # LAl = (B

10. Irjuk fel a megadott linedris transzformaciok matrixat a sfk/tér standard bézisaban.
a) sikban az origén atmend, az = tengellyel a szoget bezard egyenesre vett merdleges
vetités
b)
¢) térben a z tengely korili a szogl forgatés
d)

a sik tiikrozése az origon atmend, az x tengellyel a szoget bezard egyenesre

térben az x tengely koriili o szogl forgatas

T
e) térben a v = [A B C’} irdnyvektoru egyenesre vett tiikkrozés
Megoldas.



T T
a) A matrixot a [cos « sin a} , {— sina cos al bazisban kénnyt felirni, hiszen az elob-
bi baziselemet énmagaba, az utobbit a nullvektorba képezi. Bazistranszformacioval
kapjuk a métrixot a standard bazisban:

) i —1
cosae —sina| |1 0] |cosae —sina
sina  cos« 0 0| [sine cosa
__|cosa —sina| |1 0 cosa  sina| cos? COs o sin o
sina  cos« 0 O] |[—sina cosa COS (v Sin & sin? o ’

b) Erdemes most is bazistranszformaciot hasznalni:

. . -1
cosae —sinal |1 O cosa —sino
sine  cos« 0 —1| |sina cosa
lcos2 a — sin? 2 cos asin « ] - [Cos 200 sin 2« 1

2cosasina —cos® a + sin? a sin2a  —cos2al

¢) A matrixot kozvetlentl felirhatjuk, ha leolvassuk a standard bézisvektorok elforga-
tottjainak koordinatait. Az utolsé koordindta nem valtozik, mivel a z tengely koriil
forgatunk, az elsé kett6 pedig az x-y sik forgatasabol ismert modon valtozik. A transz-
forméacié matrixa

cosae —sina 0
sine cosa O
0 0 1

d) A z tengely koriili forgatdshoz hasonl, de a koordinaték szerepet cserélnek:

1 0 0
0 cosa —sin«
0 sina cos«

e) Ha P jeloli a v egyenesére vett meréleges vetités matrixat, akkor a tikrozés matrixa
2P — I. x vetiilete vi¥%  tehat a matrix

(v,v)
. 2A% 1 2AB 2AC
vv’l A%2+B2+C? A%2+B2+(C? A?2+B24C?
) _J= 2AB 282 1 2BC
|V’2 A2+ B24C2 A2+ B2+4C? A%+ B2+C?
2AC 2BC 2C? 1
A2+B2+C2 A2+B2+02 A2+B2+C2

11. Egy A négyzetes matrix ortogondlis, ha A=t = AT és idempotens, ha A% = A. Igazoljuk,
hogy ha A ortogonalis, akkor det(A) = %1, és ha idempotens, akkor det(A) = 0 vagy 1.

Megoldas. Legyen A ortogonalis matrix. Mivel

1
~ det(A)’

det(A) = det(A”) = det(A™)
det(A)? = 1, azaz det(A) = +1.
Tegyiik fel, hogy A idempotens matrix. Ekkor
det(A) = det(A?) = det(A)?,

tehat det(A)(1 — det(A)) = 0. Ez csak akkor fordulhat, ha det(A) = 0 vagy det(A) = 1.



