Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

4. feladatsor: Sajatérték és sajatvektor, szétvalaszthaté
és elsOrendii linearis differenciilegyenletek (megoldas)

1. Hatarozzuk meg a sajatértékeket és sajatvektorokat.

a)

b)

)

2 2
2 5
(1 0 0
—4 2 -3
4 2 -3
1 -3 3
0 4 3
0 0 1

Megoldas.

a)

b)

A sajatértékek a

2 2 2—-\ 2
O:detqz 5]—>\I>:’ 5 5_)\‘:(Z—A)(5—/\)—2-2:)\2—7>\+6

egyenlet megoldasai, tehat A =1 és A = 6.
A X =1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

HE RS B

T
alapjan |2 —1| (nullvektortdl kiillonbozd) tobbszorosei.
A )\ = 6 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatarozésa:

HE RS P E

T
igy a megoldasok {1 2} tObbszorosei.

1 0 0 1-A 0 0
det | |=4 2 =3/ =AIl=| -4 2-X =3 |=—(—1DAN+1)
4 2 -3 4 2 —3- A

gyokei —1, 0 és 1.
A X = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

-4 3 3| ~1|0 3 =3

4

2 .0 0 2 0 0
”l03—3

200]

[\]

-2 0 2 -2

T
alapjan {0 1 1} tobbszorosei.
A X = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

1 0 0 1 0 O
1 0 0
{424N%24Nb24

4 2 =3 0 2 -3



T
alapjan {0 3 2} tObbszorosei.
A X\ =1 sajatértékhez tartozd sajatvektorok

_04 (1) _03 [—4 1 —3] l—4 1 —3]
L 9 4 4 2 -4 0 3 -7

T
alapjan {—1 14 6] tObbszorosei.

c)

1 -3 3 1-x =3 3
det| [0 4 3| -XM|=] 0 4-Xx 3 |=-A-1>*XN—4)
0 0 1 0 0 1-2)

gyokei 1 (kétszeres) és 4 (egyszeres).
A X =1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

8_332 [0—11] [0—11]
0 0 o 0 1 1 0 0 2

1T
alapjan {1 0 0] tobbszorosei.
A )\ = 4 sajatértékhez tartoz6 sajatvektorok

-3 -3 3 -1 -1 1
0 0 3|~[0 0 1~ l_ol _01 ﬂ
0 0 -3 0 0 0
T
alapjan {1 —1 O] tobbszorosei.
2. Tudjuk, hogy az A = ? matrix egyik sajatvektora v = [ﬂ Hatarozzuk meg az a

paraméter értékét, a sajatértékeket és a masik sajatvektort.
Megoldads. v sajatvektor \ sajatértékkel, ha Av = Av. Ebbol

e -

tehat A = 6 és a = 5. A két sajatérték szorzata det A = —24, tehat a masik sajatérték —4.
Az ehhez tartozd sajatvektorok

5 5
A4l = [5 5] ~[1 1]
alapjan [1 —1} tobbszorosei.
Megjegyzés. a meghatarozasa utan ugy is lehet gondolkodni, hogy az A matrix valés szim-
metrikus, tehéat 1étezik sajatvektorokbol 4ll6 ortonormélt bazis (s6t: paronként ortogondlis

sajatvektorok barmely halmaza kiegészitheté ugyanilyen tulajdonsigi bézissa). Két di-
menzioban tehat v mellett a rd meroleges vektorok is sziikségképpen sajatvektorok.

-

miatt a masik sajatérték —4.



3. Adjuk meg az y” = e~3* 4 2z differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsat. Adjuk meg azt a
partikularis megoldést, amely eleget tesz az y(0) = 1, ¥/(0) = 2 kezdeti feltételeknek.

Megoldas. Az egyenlet masodrend(i, de a jobb oldalon nem szerepel sem y, sem ¥/, igy az
altalanos megoldast kétszeri integralassal kaphatjuk meg:

—3z

e
y'(x) =— 3 + 22+ Cy
és
6731 ZE3
y(x) = + — + Ciz + Cs.
9 3
Erre y(0) = § + Cs és y/(0) = —3 + C teljesiil, tehét a megadott kezdeti feltételbsl Cy = &
és C, = % A keresett megoldas
e 3t 3 7 8
y() = —+ 5+ v+ -

9 3 3 9’

g21 3y

4. Adjuk meg az ¢y = (y # 0) differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

Megoldds. A dlfferenmalegyenlet szétvalaszthato, ennek megfeleloen rendezziik at:
y€3y2y/ — erz
Mindkét oldalt integraljuk x szerint, két primitiv fliggvény egymdéstol csak egy additiv
konstansban kiilonbozhet:
1 1
663y2 _ 51762:5 . Z62113 + 07
tehat

1
y(x) = :I:\/3 In (3x62$ — 262‘” + 60)

5. Adjuk meg az iy = ¥ y2 (x # 0, y # 0) differencidlegyenlet altalanos megoldasat. Oldjuk
meg az y(1) = 2, y(l) = 3, illetve az y(—1) = —3 kezdeti feltételek mellett.

Megoldas. Az egyenlet szétvalaszthato:
y 1

Y — o T
Mindkét oldalt intergaljuk x szerint:

2
/73; dx—/<1+y_2)dy:y—l—21n|y—2|:ln|x|+C’.

Ebbdl nem lehet elemi fiiggvényekkel kifejezni az y(x) figgvényt, de a kiilonféle kezdeti
feltételekhez meghatarozhatjuk a C' konstans értékét:

y(1) = nem kapjuk meg az altaldnos megoldasbol
y(l) = ~ (=3
y(— 1):—3 ~(C=-3+2In5

Az y(1) = 2 kezdeti feltételt kiilon kell vizsgalni. Lathaté, hogy a derivalt mindaddig 0,
amig y = 2, tehat az y(z) = 2 konstans fiiggvény megoldja az egyenletet, és ez ki is elégiti
a kezdeti feltételt.



6. Oldjuk meg a kévetkezo szétvalaszthatd valtozoju egyenleteket:

;YA +9
a>y_($—1)($—|—5)7 ($7é1,$§£—5)

b) ¥ = 3z — 1)°(y* — 4y)

22 + 3 )
¢) o = L 200e1 (y £ 0)
Megoldas.

a) Atrendezve
1 , 1
y2—|—4y+9y - (x —1)(z+5)’
A bal oldalon a nevezdt teljes négyzetté alakitjuk, a jobb oldalt parcidlis tortekre bont-
juk, mindkét oldalt integraljuk:

1 1 11 1 1
/5 y+2 dx:/(Gx—1_6x+5>dx
(42) +1

azaz
1 y+2 1 1
—arctan~——=— = -In|lr — 1| — - In|lz + 5|+ C,
amibdl y kifejezhets (lent C' egy masik tetszoleges szam):

y(x):2+\/5tan<\égln|x—1\—\égln\x+5\+0>.

b) Atrendezés és parcidlis tortekre bontds utén az egyenlet

lesz, mindkét oldalt integraljuk:
1 1(3z—1)°

1
—Inly—4|—-1 == C
azaz
4| 2
Injl—--|==Bz—-1)°+C
n y’ g8t —1)°+C,
amibdl y kifejezheto:
4
y(x)

T 1 - CedGe

c) Atrendezés utén az egyenlet
1 4y ’ 1 42
- — (-8 @
g+l = e

integraljuk mindkét oldalt:

1 1 2
1 In(2y* +3) = —16_41 +C,
amibol
7674x2+c _ 3

2



7. A radium bomlasi sebessége aranyos a pillanatnyi radiummennyiséggel. Tudjuk, hogy a
radium (**Ra) felezési ideje 1600 év. A kiinduldsi anyag mennyiségének hény szézaléka
bomlik el 100 év alatt?

Megoldds. Legyen z év utdn y(z) a radium mennyisége, ekkor y/(z) = —Ay(x) valamilyen
A > 0 szédmmal (bomlasdllandd), tehdt y(z) = Ce . A felezési id6 alapjén § = e 172,
log 2
Ty

azaz \ =

log 2

1 — 100X _ 1 _ 67100T1/2 = 0,042396 . ..

tehat kb. 4,24% bomlik el 100 év alatt.
8. Oldjuk meg az aldbbi kezdetiérték-problémat.
, x
x2+4

Y y = 6z, y(0) =4

Megoldds. Az egyenlet elsorendli inhomogén linedris, el0szor a hozza tartozé homogén
egyenletet oldjuk meg:

/

Y

B xza—i— 17~ 0
ez szétvalaszthato:
v__T©
y x2+4
tehat a homogén egyenlet megoldéasa

y(x) = Va? + 4.

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasat az allandok varidlasanak modszere szerint
C(z)vx? + 4 alakban keressiik, ezt behelyettesitve

C'(z)Va? +4 =6z
adodik, amibdl

=

2 -1 (z° +4)
C(x):/3-2$(93 b ) Fde =32 Lo —6vaR+ 4+ C

1
2

_I_

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa eszerint
y(x) = 62° + 24 + CVa? + 4,
erre y(0) = 24 + 2C, a kezdeti feltétel alapjan C' = —10.

2
9. Adjuk meg az v’ — —y = x differencidlegyenlet altaldnos megolddsat. Oldjuk meg az
x
y(1) = 3, illetve az y(—e) = 3e? kezdetiérték-problémékat.

Megoldas. Az egyenlet els6rendli inhomogén linearis, a hozza tartozé6 homogén egyenlet

.2
y ——y=0,
X
azZaZ
y 2
y



aminek a megolddsa y(z) = Cz?, ahol C' € R tetsz6leges.
Az allandék varidlasanak modszere szerint az inhomogén egyenlet altalanos megoldasat
C(x)x? alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az

C'(z)r? =z
egyenlet adodik, ebbdl C'(x) = In x|+ C, tehat az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa
y(r) = 2*In|z| + Cz°.

y(1) = 3 kezdeti feltétel mellett C' = 3, mig y(—e) = 3e? kezdeti feltétel mellett C' = 2.

. Oldjuk meg az aldbbi elsérendii egyenleteket.
a) 3y — 32’y = 627

2 1

b) o + Sy = ——

)y+xy L (z #0)
5

c) y’+5y=e’”as‘4, (x #0)
1 2 3

)y +-y==4+2 =1

)y+wy REE y(1)

Megoldas.
a) A homogén egyenlet y' — 3z%y = 0, atrendezve

ennek megoldéasa

3

y(x) = Ce" .

Az allandék varidlasanak médszere szerint az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasat
C(xz)e” alakban keressiik, a C'(z) fiiggvényre az aldbbi egyenlet teljesiil:

C'(z)e" = 622,
azaz

C(z) = /63526_9”3 dz = —2¢*" + C.
Az altalanos megoldés

y(z) = =2+ Ce*.

b) A homogén egyenlet 3 + %y = 0, atrendezve

mindkét oldal integraldsa utan

Inly| = —2In|z| =1n |

azaz y(r) = Cz 2.



Az inhomogén egyenletbe y(x) = C(x)z~? helyettesitése utdn a kapott egyenlet
1 1
C'(x)—

2 1422

tehat

7 1
C(:v):/1+$2dx:/(1— 1+x2)dx=az—arctanx+0,

vagyis az inhomogén egyenlet dltalanos megoldéasa

1 arctanz 1
= — 4+ (C—.
y() . 2 T3

A homogén egyenlet iy + %y = 0, atrendezve

/
1
Y _ 52
Yy xXr
tehat
y(x) =Ca™

Az inhomogén egyenlet megolddsa C'(x)z =5, ahol
C'(z)r™" = "z,

tehat
C(z) = /xe‘” do =ze” —e” + C.

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa igy

y(x) = a7 %e” — %" + Cao>.

A homogén egyenlet v’ + %y = 0, ennek altalanos megoldasa y = C' % Az inhomogén
egyenlet megolddsét C'(z)= alakban keressiik:
2 3
C'(x)— ==+ =
(x)m r 2
alapjan

C(m):/<2+zm)dx:2x+zx2+0,
azaz
3 1
=24° =
y(z) +4x+C’$

A kezdeti feltétel alapjan

3
1:y(1):2+1+0,
vagyis C' = —Z, a keresett megoldés y(x) =2 + %x — Zi



Tovabbi gyakorlé feladatok

11. Hatarozzuk meg a sajatértékeket és sajatvektorokat.

3 00
a) |—2

3 00 3—X 0 0
det | |=2 1 2| =N | =] =2 1-=X 2 |==-X+4)\-)\+6.
4 10 4 1 00—\

Egy harmadfokt polinom gyokeit altaldban hosszadalmas meghatarozni, de az egyiitt-
hatok egészek, igy ha azt gyanitjuk, hogy van egész gyok, akkor azt a konstans tag
osztoi kozott megtalalhatjuk. 6 osztoi —6, —3, —2,—1,0,1, 2, 3,6, ezek kozil —1, 2 és 3
gyokok, tehat mindharom gyokot megtalaltuk (ha az egyik gyokot mar ismerjiik, akkor
a megfelel6 gyoktényezovel eloszthatjuk a polinomot, igy tovabbi probalgatés nélkiil,
egy masodfoku egyenlet megoldasaval is megkaphatjuk a masik kettét). A A = —1
sajatértékhez tartozo sajatvektorok

4 0 0 L0 0
—2 21~ 1 1
4 1

— Do

T
alapjan {O 1 —1} tobbszorosei.
A X = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

-2 -1 2

4 1 =2

1 0 0
Nlo1—2

100]

T
alapjan {0 2 1} tobbszorosei.
A X\ = 3 sajatértekhez tartozo sajatvektorok

0 0 0 L
P L I
4 1 -3

T
alapjan {2 1 3} tObbszorosei.



-2 -3 —4 -2-X -3 -4
det [| 1 4 2| =X|=| 1 4-X 2[==-X+22-1=-\A-1)?

0 -3 0 0 -3 A

tehat a sajatértékek 0 (egyszeres) és 1 (kétszeres).
A X\ = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

_12_43_24 _12_43_24 [142 ][102}
0 3 0 o 3 0 05 00 =3 0 010

T
alapjan {2 0 —1} tobbszorosei.
A X =1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

-3 =3 —4 1 3 2 1 3 2
1 3 2| ~|-3 =3 4|~ 6 2|~ [(1] g ﬂ
0 -3 -1 0 -3 -1 0 -3 -1

T
alapjan [3 1 —3} tobbszorosei.

1 -8 0 12 1—)\ -8 0 12

0 -7 0 12 0 —7—X 0 12
det [ 1y o 1 4| M 9 0 —1—-X -4

0 -4 0 7 0 —4 0 T—2A

= A 22241 = (A + 12N —1)%

tehat a sajatértékek —1 és 1, mindketto kétszeres.
A X = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

2 =8 0 12 2 -8 0 12
0 —6 0 12 0 -6 0 12 1 -4 0 6 10 0 =2
2 0 0 —4 0 8 0 —16 0 1 0 -2 010 -2
0 —4 0 8 0 -4 0 8

alapjan a
2s
2s

S

alakui (st # 0) vektorok.
A X = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

—8 0 12
8 0 12 10 -1 -2
0 -2 —4| 710 2 0 -3
4 0 6

o NN OO



alapjan a

4s +t
3s
t
25

alaku (st # 0) vektorok.
d)

-1 -1 0 0

S1on -1 0 0
2 6 0 0 12 6-X 0 0
det 110 o _13 —sg| "M|[=] o 0 —13-\ -8
0 0 16 11 0 0 16 11—\

-1-Xx -1 -13-X =8
:‘ 12 6_)\"‘ 16 11_)\‘:()‘_2)()‘_3)'(/\+5)(>‘_3)7

tehat a sajatértékek —5, 2 (egyszeresek) és 3 (kétszeres).
A X = —5 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

14211188 4 -1 0 0 4 0

~10 14 0 0|~ |0 1
00 -8 -8 0 0 1 1 0 0
0 0 16 16

T
alapjan {0 0 1 —1| tobbszorosei.

A X = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

-3 -1 0 0 -3 -1 0 0 3 100 3 100
12 4 0 0 0 O 0 0

~ ~10 0 0 7/ ~]0 0 01
0 0 -15 -8 0 0 —-15 -8 0 0 11 0 0 10
0o 0 16 9 0 0 1 1

T
alapjan {1 -3 0 O} tobbszorosei.
A X\ = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

-4 -1 0 0

123 0 0 -4 -1 0 0
0 0 —-16 -8 0 0 21
0 0 16 8
alapjan a
—t
4t
-5
2s

alaki (st # 0) vektorok.

12. Tudjuk, hogy az A =

(s . . 2 .
1 a matrix egyik sajatvektora v = [1] Hatarozzuk meg az a
paraméter értékét, a sajatértékeket és a masik sajatvektort.

10



13.

14.

Megoldas. A sajatérték-egyenlet alapjan

=B - b

teljesiil, tehat A\ = 4 és a = 2. A masik sajatérték \Ay = det A = 4 alapjan A\, = 1, a
hozz4a tartozé sajatvektor

IR

T
alapjan [1 —1} tobbszorosei.

Legyen A = H é] Bizonyitsuk be, hogy

n __ FnJrl Fn
A _[Fn Fn—l]

ahol F' a Fibonacci-sorozatot jeloli, amely a Fy =0, Fy = 1és F,, = F,,_1+ F,,_» rekurzioval
adott. Adjunk ennek segitségével zart formulat F),-re.

Megoldds. A sajatértékei %(1 ++/5), a sajatvektorok (1 £+/5,2), tehat A = SDS™!, ahol

] AT B DAL

Eszerint A" = (SDS™1)™ = SD"S™!, aminek bal als6 eleme
1C+ﬁy 1C—ﬁy

N V5 2

Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket illetve kezdetiérték-problémakat:
a) 1+2%)y +(1+y*) =0
b) v = e ¥sin?x, y(0) =0

22

F, =

c) vy + 2zy = 2xe”
d) ¥ — (tanx 4 cot x)y

Megoldas.
a) Az egyenlet szétvalaszthato:

y 1
1+y>  1+a?

Mivel nincs megadva kezdeti feltétel, egyszeriibb hatarozatlan integrallal folytatni,
tigyelve arra, hogy a két oldal egy-egy primitiv fiiggvénye konstansban eltérhet egy-
mastol:

arctany(z) = C' — arctanz

tehat y(z) = tan(C — arctan z). Egyszertibb alakot kaphatunk

tan o & tan
1 Ftanatan

tan(a + ) =

11



felhasznalasaval:

tan C' —
y(x) = tan(C' — arctanx) = M
vagy tan C' helyett C-t irva (ez is tetsz6leges konstans!):
C—x
ylw) = 14+ Cx’

Az egyenlet szétvalaszthatd, raadasul e sehol sem 0, tehat mindkét oldalt eloszthatjuk
vele: ¥y’ = sin® z. Ezutdn integraljuk mindkét oldalt xy = 0-tdl z-ig:

[ eoy@ag= [Tameag = [T1E0 %

E=x
@) _ () _ [5 _ sin2¢ ]
27 4 o,

1
V@ 1= g - ZsinQa:.
Ebbdl y(z) kifejezheto:

1
y(x) =In (1—1—;— 4sin2:1:).

Az egyenlet elsérendii linedris, el6szor a hozza tartozé homogén egyenletet oldjuk meg,
ami szétvalaszthato:

= = —2z.

Y
A két oldal integraldsa utan In |y(z)| = —22 + C, vagy atrendezve és +e® helyett C-t
irva y(z) = Ce ™" adédik.
Az inhomogén egyenlet megoldéaséat az allandok varidlasdnak médszere szerint y(x) =
c(x)e_222 alakban keressiik. Az egyenlet bal oldalaba helyettesitjiik:

y'(z) + 2zy(z) = ¢ (2)e ™™ — c(z)2ze™™ + 2zxc(zx)e™
= (z)e™™

A kapott kifejezésnek a jobb oldallal kell megegyeznie, tehat (x) = 2z, vagyis c¢(x) =

22 4+ C, ahol C tetszdleges konstans. Az egyenlet altaldnos megolddsa tehat y(z) =

z2e™™ 4 Ce ",

Az egyenlet elsérendii linearis inhomogén, elészor a homogén egyenletet oldjuk meg.

Ez szétvalaszthato:
/

v tanx + ctg x.

Y

Integraljuk mindkét oldalt, ebbol a homogén egyenlet altalanos megoldasa

In |y, (x)| = / (smx + c9sx> dz = —Incosx +Insinx + C = Intanz + C,
cosxr  sinx
vagyis y(z) = C'tan x.
Az inhomogén egyenlet megoldhaté az allandék varidlasaval. y(x) = c(z)yy(z), ahol
—4sin2
d(x) = T Asinacosz = —2sin 2.
tan x

Ennek az integrélja c(z) = cos2x 4+ C, tehdt az eredeti egyenlet altalanos megoldasa
y(x) = cos2ztanz + C'tan .

12



e) Az egyenlet elsérendii linedris inhomogén, a hozza tartozé homogén egyenlet szétva-

laszthato:
y 1
y @

integralas utan az yy,(z) = Cz altaldnos megoldast kapjuk.

Az inhomogén egyenlet megoldasat az allandok varidlasanak modszerével keressiik.
y(z) = c(x)z, a kezdeti feltételbdl c(2) = 2, az egyenletbdl pedig ¢(z) = "’iﬁl, te-
hat

A kezdetiérték-probléma megolddsa y(z) = —1 4z + 2.

15. A 22°Ra a-bomlésa soran 222Rn keletkezik, amely szintén radioaktiv, felezési ideje 3,824 nap.
Ha kezdetben csak radium van jelen, hogyan alakul idoben a radon mennyisége?

Megoldds. Jelolje a radium bomldsallandéjat Aq, mennyiségét yi(x), a radonét Ay és yo(x).
Ekkor

Y1 =~y

Yo = —Y1 — Aoy

Az els6 egyenlet megolddsa y; () = Ce 1%, ezt a masodikba helyettesitve az
s+ doys = Chye ™

inhomogén linedris differencidlegyenletet kapjuk. A homogén egyenlet altalanos megoldasa
Ae™2% az inhomogén egyenlet partikuldris megoldésa

e—/\lx

A2 — A\

(OPN

A keresett megoldas y2(0) = 0 alapjan

_e—)\lx + e—)\zx
A1 — Az

y2($) = C)\l

13



