Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

5. feladatsor: Helyettesités, iranymez6, magasabbrendii
homogén linearis differencidlegyenletek (megoldas)

1. Oldjuk meg 14j valtoz6 bevezetésével az aldbbi differencidlegyenleteket.
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Megoldas.

a) Az egyenlet explicit alaki, jobb oldala csak £ figgvénye, tehdt u = £ helyettesitéssel
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Integraljuk mindkét oldalt x szerint:
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u(z) = £VCz2 — 1, y(x) = v Ca? — 1.

b) Az egyenletet explicit alakra hozzuk:
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a jobb oldal ¥ fiiggvénye, tehat u = ¥ helyettesitést alkalmazunk.
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Ebbdl y kifejezheto:
(2) = wule) =2 [1- ——
y(z) = zu(z) =x MY
A kezdeti feltétel alapjan

1
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tehat C' = —1.
c) Az egyenlet explicit, a jobb oldal x és y egy linedris kombindci6jatol fiigg, tehat ezt
értemes helyettesiteni: u = x 4+ y bevezetésével
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Ebbdl az y(x) = u(x) —x figgvényt nem lehet elemi figgvényekkel kifejezni, a megoldas
implicit alakban x +y+In|jz +y+ 1| =2+ C.

2. Irjuk fel az y/ = e¥t2 — 2 differencidlegyenlet izoklindinak egyenletét, és rajzoljunk fel kettdt.
Van-e lokalis széls6értéke a Py = (e, —1) ponton athaladé megoldasnak a Py pontban?

Megoldds. Az izoklindk egyenlete e¥*2 — x = m, ahol m € R paraméter. y értékét kifejezve
y = In(z + m) — 2, tehédt a logaritmusfiiggvény grafikonjat balra m, lefelé 2 egységgel kell
eltolni.

A Py = (e, —1) ponton athaladé integralgérbe Py pontbeli derivaltja y/(e) = e¥(©+2 — ¢ =
e 172 — e = 0. A maésodik derivalt a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak derivaldsival
hatdrozhaté meg: 3" = e¥*?y’ — 1, tehat a vizsgalt megoldds mésodik derivaltja a P,
pontban

y'(e) = e’ (e) =1 = 1,

tehat ebben a pontban lokalis maximum van.

3. Tekintsiik az ' = (y* — 4)x + = — 1 differencidlegyenletet.
a) A sik mely pontjaiban parhuzamos az irdnymez6 az y = —z egyenessel? Vézoljuk
ezeket a pontokat és jeloljink be néhany vonalelemet.
b) Van-e lokalis széls6értéke vagy inflexids pontja az (1,2) ponton dtmend megolddsnak
ebben a pontban?

Megoldas.

a) Az y = —x egyenes meredeksége —1, tehat azokat a pontokat keresstik, ahol az egyenlet
jobb oldala —1. Az igy kapott egyenletet atrendezve (y* — 3)z = 0 adddik, tehdt az y
tengely és az y = ++/3 egyenesek pontjai adjik a megoldast.

b) Az y(1) = 2 kezdeti feltételnek eleget tevé megoldés derivéltja ebben a pontban y/(1) =
(y(1)2 —=4)-1+1—1 = 0. A masodik derivilt ¢’ = (ay(x)> -3z —1) = y(x)* +
2zy(z)y'(r) —3=2242-1-2-0—3 = 1, tehat lokdlis minimum van ebben a pontban.



4. Oldjuk meg az alabbi homogén linedris allandé egyiitthatés egyenleteket.
a) y' — 8y + 15y =0
b) ¥ — 8y + 16y =0
)y +4y +13y =0
d) y/// _|_ 2y// + y/ — O
e) yl/l _'_ 4y/l + 13y/ — O
f) y —y =0
Megoldas.

a) A karakterisztikus polinom A\? — 8\ + 15 = (A — 3)(A — 5), a gyokok 3 és 5, mindkettd
egyszeres. Az 4ltaldnos megoldas y(z) = Ae3® + Be®®.

b) A karakterisztikus polinom A\>—8A+16 = (A—4)?, a 4 kétszeres gyok, tehat az altaldnos
megoldés y(x) = Ae'® + Bzel®.

c) A karakterisztikus polinom A? + 4\ + 13, ennek gyokei

C

44+ /1641
Ay = 26 S 943

Az altaldnos megoldés y(r) = Ae2® cos(3z) + Be > sin(3x).
d) A karakterisztikus polinom A\* + 2A\% — X\ = A\(A + 1)?, ennek 0 egyszeres, —1 kétszeres
gyoke, tehat az altaldnos megoldas y(z) = A + Be ™ 4+ Cze ™.

e) A karakterisztikus polinom \® 4 4A\% + 13X = A(\% 4+ 4\ + 13), ennek gyokei 0, —2 = 3i,
mindegyik egyszeres. Az dltaldnos megoldds y(z) = A+ Be™* cos(3z) + Ce % sin(3x).
f) A karakterisztikus polinom A* —1 = (A2 = 1)(A2 +1) = (A = 1) (A + 1)(A —9)(\ + 1),
a gyokok 1,4, —1,¢, mindegyik egyszeres. Az dltaldnos megoldés y(x) = Ae® + Be ™™ +
Ccosz + Dsinz.
5. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémakat.
a) ¥’ +2y +2y=0,9(0)=29(0)=1
b) y" + 10y + 25y =0, y(0) = =1, y'(0) =7
Megoldas.

a) Az egyenlet karakterisztikus polinomja A2 + 2\ + 2, ennek gyokei —1 4 (egyszeresek).
Az altalanos megoldas és derivaltja

y(x) = Ae " cosz + Be “sinx y(0)=A
y'(z) = —Ae " cosx — Ae "sinx — Be “sinz + Be “cosz  y'(0) = —A+ B.

A kezdeti feltétel alapjan A =2, —A+ B =1, vagyis B = 3.

b) Az egyenlet karakterisztikus polinomja A\? + 10\ + 25 = (X + 5)?, tehédt az altalanos
megoldas és derivaltja

y(r) = Ae™™ + Bxe ™ y(0)=A
Y (z) = —bAe ™ + Be ™ — 5Bre y'(0) = —5A + B.

A kezdeti feltétel alapjan A = —1, —=bA + B =7, vagyis B = 2.

Tovabbi gyakorlé feladatok

6. Oldjuk meg 1j véltozd bevezetésével az zy’ = y(1 4+ Iny — Inz) differencidlegyenletet.



Megoldas. Az egyenlet explicit alakja
y = g(l—l—lny—lnx) _Y (1—0—lny> :
x x x
a jobb oldal ¥ fiiggvénye, tehat u = £ helyettesités célszerl. Ezzel az egyenlet
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ami szétvalaszthato, ennek megfeleléen rendezziik at:
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Integraljuk mindkét oldalt x szerint:
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tehat y(x) = ze®?.

7. Oldjuk meg az alabbi homogén linearis allandé egyiitthatos egyenleteket.
a) y// + 2y/ — 0

b) y" + 25y =0
¢) yW —yB® =0
Megoldas.

a) A karakterisztikus polinom \? + 2\ = A(\ + 2), tehdt 0 és —2 egyszeres gyokok. Az
dltalanos megoldas y(z) = A + Be 7.

b) A karakterisztikus polinom A2+ 25, ennek gyokei +5i (egyszeres gyokok). Az dltalanos
megoldas y(z) = Acos bz + Bsinbz.

¢) A karakterisztikus polinom A* — X3 = X3(\ — 1), ennek gyokei 0 (hdromszoros) és 1
(egyszeres). Az altaldnos megoldds y(z) = A + Bx + Ca? + De®.

d) A karakterisztikus polinom A* — X = A(A — 1), ennek gyokei 0, 1, —1 + ¥3i (egyszeres
gyokok). Az altalanos megoldas y(z) = A + Be® + Cle 37 cos @az + De 2% sin gac

8. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémakat.

a) y'+ 3y —4y =0, y(0) =3, y'(0) = —4

b) ¥ +4y =0, y(0) = 0, ¥'(0) = 4

Megoldas.

a) A karakterisztikus polinom A\? + 3\ —4 = (A +4)(\ — 1), a gyokok —4 és 1, mindketts
egyszeres. Az altalanos megoldas és derivaltja

y(r) = Ae™** + Be” y(0)=A+ B
Y (z) = —4Ae™** + Be” y'(0) = —4A + B,

a kezdeti feltétel alapjan A + B = 3, —4A 4+ B = —4, az egyenletrendszer megoldasa
_ 7T p_38
b) A karakterisztikus polinom A\?+4, ennek gyokei +-2i, mindkettd egyszeres. Az altalanos
megoldas és derivaltja
y(x) = Acos2x + Bsin 2z y(0)=A
y(x) = —2Asin 2z + 2B cos 2z y(0) = 2B,

a kezdeti feltétel alapjan A =0, 2B = 4, tehat B = 2.
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9. Legyenek w > 0 és a > 0 valés paraméterek. Oldjuk meg az y” + 2ay’ + w?y = 0 diffe-
rencidlegyenletet y(0) = 1, 4'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett. Miben kiilénbozik a megoldés
a>wés a < w esetén?

Megoldds. A karakterisztikus polinom A% + 2a\ + w?), ennek gyokei

e S Tc=rl

Ha a > w, akkor mindkét gyok valés (negativ), az dltaldnos megoldas

y(x) _ Ae(—a-l—\/m)z_’_Be(—a—\/m)m.

A kezdeti feltételbdl kell A és B értékét meghatarozni:

1=y(0)=A+B
0=7(0)=(—a+Va? —w)A+ (—a — Va2 —w?)B,

ebbdl
= a+vVa? —w?
2V —w?
B —a+ Vo2 —w?

2v/a? — w?

A kapott megoldds monoton csokken, exponencidlisan 0-hoz tart (y(z) < Cel-o+vai=w9)z),
Ha o < w, akkor viszont komplex gyokoket kapunk, az altalanos megoldas

y(x) = Ae™*® cos(Vw? — a?x) + Be” “sin(Vw? — o).

A kezdeti feltételbdl kell A és B értékét meghatarozni:

1=y(0)=A

0=19(0) = —aA+Vw? — 2B,
ebbdl

A=1

B a

Vw2 — a2

Ilyenkor a megoldas a 0 koriil oszcilldl. Ha oo > 0, akkor exponenciélisan 0-hoz tart (|y(z)| <
Ce=*), ha viszont o = 0, akkor periodikus.

Meg kell még vizsgalni az @ = w esetet. Ekkor —a kétszeres valdos gyok, az altaldnos
megoldés y(x) = Ae™** + Bre **. A kezdeti feltételbdl kell A és B értékét meghatarozni:

1=y(0)=A
ebbol A =1 és B = a. Ekkor a megoldés szigoriian monoton csokken, szintén exponenci-

alisan 0-hoz tart, de kicsivel lassabban mint e=** (|y(x)| < Cze™**). Ezt a megoldést az
el6z6 két eset barmelyikébol megkaphattuk volna w — « hatardtmenettel.



