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6. feladatsor: Inhomogén linearis differencidlegyenletek
(megoldas)

1. Irjunk fel egy olyan legalacsonyabbrendii valés, allandé egyutthatés homogen linearis diffe-
rencidlegyenletet, melynek megoldasai az alabbi fiiggvények. Irjuk fel az egyenlet altalanos
megoldésat is.

a) 265 — ¢~

b) 622 + 5e**

c) Tz, sinbzx

d) :))332629[:7 eBx

e) 6+ e*sinz

Megoldds. A megadott fuggvények p(x)e*” alaki tagok oOsszegei, ahol p polinom (lehet

konstans is). Az allando egytitthatés homogén linearis differencidlegyenletek megoldasanal

lathattuk, hogy egy ilyen fiiggvény akkor megoldas, ha minden tagja megoldas, aminek az

feltétele, hogy « a karakterisztikus polinom gyoke legyen legaldbb (degp) + 1 multiplicitas-

sal. A rend akkor lesz a legalacsonyabb, ha pontosan ezek a gyokok és pontosan ekkora a

multiplicitas.

a) b és —3 egyszeres gyokok: y” — 2y’ — 15y = 0, az 4ltaldnos megoldas Ae5® + Be™3*

b) 0 hdromszoros, 2 egyszeres gyok: y" —2y" = 0, az &ltalanos megoldas A+ Bx + Ca? +
De*®,

c) 0 kétszeres, +5i egyszeres gyokok: y”” + 25y” = 0, az altaldnos megoldas A + Bz +
C cosbx + Dsinbzx.

d) 2 haromszoros, 3 egyszeres gyok: y”" — 9y + 30y” — 44y + 24y = 0, az altaldnos
megoldds (A + Bx + Cx?)e** + De’?.

e) 0 egyszeres, 3 £ i egyszeres gyokok: y” — 6y” + 10y = 0, az altalanos megoldds A +
Be3® cosx + Ce3® sin .

2. Oldjuk meg a kovetkezd inhomogén linedris, allandé egytitthatés egyenleteket.

a) y' — 5y + 6y = 2sin2x

b) y" — 5y + 6y = 2xe”

y” 6y + 13y = 39

y' =y —2y=3e*, y(0) =3, y(0) =1
e) v —3y +2y =¢e3 + 422 — 6

)
c)
)
)
f) v/ =3y +2y =a+¢"
g)
h)
i)
i)

d

y"' — 2y +y = 6e”
y" + 8y + 25y = e74*
i)y +2y =2x+3
j) ¥ +y=sinz
Megolddas.
a) A karakterisztikus polinom A? — 5\ + 6 = (A — 2)(A — 3), tehdt a homogén egyenlet

dltaldnos megolddsa Ae*® + Be3®. Nincs kiilsé rezonancia, {gy az inhomogén egyenlet
megoldasat y(x) = C cos 2x + D sin 2z alakban keressiik. Az egyenletbe helyettesitve

—4C cos 2z — 4D sin 2o — 10C' sin 2z + 10D cos 2x + 6C cos 22 + 6D sin 2o = 2 sin 2z,



tehat

2C—-10D =0
10C' + 2D = 2.

1

Ennek megoldasa C' = %, D= 5,

tehat az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa

) 1
y(x) = 26 0% 2z + % sin 2z + Ae*” + Be®”.

A karakterisztikus polinom A? — 5\ + 6 = (A — 2)(\ — 3), tehdt a homogén egyenlet
altaldanos megoldéasa Ae?® + Be3®. Nincs kiilsé rezonancia, igy az inhomogén egyenlet
megoldésat y(x) = (C) + Cyx)e” alakban keressiik. Az egyenletbe helyettesitve

(Cl + 202 + Cgl‘)@x — 5(01 + Cg -+ CQLE)BI -+ 6(01 -+ CQLE)BI = 2.73636,
tehat

201 - 302 - O
20 = 2.

Ebbol Cy =1, C) = %, tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
3 T x 2z 3z
§e + xe® + Ae” + Be™”.

A karakterisztikus polinom \? — 6\ + 13 = (A — (3 + 21))(\ — (3 — 21)), tehdt a ho-
mogén egyenlet dltaldnos megoldasa Ae3® cos 2z + Be3® sin 2. Nincs kiilsé rezonancia,
igy az inhomogén egyenlet megoldasat y(z) = C alakban keressiik. Az egyenletbe he-
lyettesitve 13C = 39, vagyis C' = 3 adddik, az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

18y
y(z) = 3+ Ae’ cos 2z + Be* sin 2.

A karakterisztikus polinom A2 — X — 2 = (A + 1)(\ — 2), tehdt a homogén egyenlet
altaldnos megoldasa Ae™® + Be?**. Kiils6 rezonancia van, igy az inhomogén egyenlet
megoldasit y(r) = Cxe® alakban keressiik. Az egyenletbe helyettesitve

4Ce* + 4Cxe*™ — (Ce*™ + 2Cxe*) — 2Cze™ = 3e*7,

tehat 3C = 3, vagyis C' = 1. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa és annak
derivaltja

y(z) = xe** + Ae™" + Be*”
Y (z) = e** + 2we* — Ae™" + 2Be*”,

A kezdeti feltétel alapjan

3=y(0)=A+B
1=4'(0)=1—-A+2B,

amibél A =2, B = 1. A kezdetiérték-feladat megoldasa tehat

y(x) = ve* + 27" + e**.



e)

A karakterisztikus polinom A2 —3A+2)\ = (A—1)(A—2), tehdt a homogén egyenlet lta-
l14nos megoldésa Ae®+ Be?*. Nincs kiils6 rezonancia, az inhomogén egyenlet megoldasat
y(z) = Ce3* + (Dg + Dyx + Dox?) alakban keressiik. Az egyenletbe behelyettesitve

9Ce3 + 2Dy — 3(3C1€** + Dy +2Dsx) +2(Ce** + Dy + Dy + Dyz?) = €3 +42° — 6
adédik, tehat

2D0 - 3D1 + 2D2 - —6

2D1 - 6D2 - O
2D2 = 4
2C' =1.
Ebbol C = %, Dy =4, D; =6, Dy = 2. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

1
y(x) = 563”” + 4+ 6x + 22° + Ae” + Be*.

A karakterisztikus polinom A? — 3\ + 2\ = (A — 1)(A — 2), tehdt a homogén egyenlet
dltaldnos megoldésa Ae® + Be?*. Az e® tag miatt kiils6 rezonancia van, az inhomo-
gén egyenlet megoldasat y(z) = Cy + Cix + Dxe” alakban keressiik. Az egyenletbe
behelyettesitve

2De® + Dxe® — 3(Cy 4+ De® + Dze®) 4+ 2(Cy + Cix + Dxe®) = x + €”

addodik, tehat

20y —3C1 =0
201 - 1
-D =1,
amibol Cy = %, C, = %, D = —1, tehat az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa
3

1
y(x) = 1t 3%~ ze” + Ae” + Be™.

A karakterisztikus polinom A2 — 2\ +1 = (A — 1)2, tehat a homogén egyenlet dltaldnos
megoldasa Ae” + Bze® (belso rezonancia). Az inhomogén tag kitevéjében x egytittha-
téja szintén 1, tehat kiils6 rezonancia is van, az inhomogén egyenlet megoldasat Ca?e®
alakban keressiik. Behelyettesités utan az egyenlet

20" + 4Cwe” + Ca*e” — 2(20ze” + Cz’e”) + Ca’e” = 6e”,
azaz 2C = 6, amibol C' = 3. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
y(r) = 32" + Ae” + Bxe”.

A karakterisztikus polinom A\?+8\+25, ennek gyokei —443i, tehit a homogén egyenlet
altaldnos megolddsa Ae~** cos 3x + Be ** sin 3z. Nincs kiils6 rezonancia, az inhomogén
egyenlet megoldasat C'e=** alakban keressiik. Behelyettesitve

16Ce™ + 8- (—4)Ce ¥ 4 25Ce ™ = e~

adodik, vagyis 9C' = 1, tehat C = %. Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa

1
y(x) = §e’4’” + Ae ** cos3x + Be * sin 3.



i)

A karakterisztikus polinom A% + 2\ = X\(\ + 2), tehat a homogén egyenlet altalanos
megolddsa A+ Be™2*. Kiils6 rezonancia van, az inhomogén egyenlet megoldasat y(z) =
(Co + C1x)x alakban keressiik. Ezt behelyettesitve a

egyenletet kapjuk, amibol

201 -+ 2C0 - 3
401 = 2

Az egyenletrendszerbdl Cy =1, C = %, az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
1 2 —2z
y(x):x+§a: + A+ Be .

y" 4+ y = sinx A karakterisztikus polinom A2 + 1, ennek gyokei £1, tehit a homogén
egyenlet altalanos megoldasa Acosx 4+ Bsinx. Kiilsé rezonancia van, az inhomogén
egyenlet megoldasat C'z cos x+ Dx sin x alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az egyen-
let

—2C'sinx — Crcosx + 2D cosx — Dxsinx + Crcosx + Drsinx = sinz,

azaz a feltétel 2D = 0, —2C = 1. Ebbdl C' = —%, D = 0, igy az inhomogén egyenlet
altalanos megoldasa

y(x) = —5TCosT + Acosx + Bsinuz.

3. Oldjuk meg a kovetkez6 differencialegyenleteket.

a)
b)

c)

y® — 8y +16y" = 2z — 9
y' +y=2sinzcosxz, y(0) =1, y(0) =1
y/// . 2y// _ y’ + 2y = %621 + %672%

Megoldas.

a)

A karakterisztikus polinom A* — 8X\3 + 16A% = A\?(\ — 4)2, tehat a homogén egyenlet
dltalanos megoldasa A+ Bx+Ce'”+ Dzel® (belsd rezonancia). Kiilsé rezonancia is van,
az inhomogén egyenlet megolddsat (Cy + Cyx)x? alakban keressiik. Ezt behelyettesitve
az egyenlet

-8 601 + 16(200 + 601!)3) =2x — 9,
amibol

32C, — 48C; = —9
960, = 2,

tehat Cy = —i, C) = ﬁ. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

1 1
y(x) = —1x2 + @x?’ + A+ Bz + Ce* + Dxe™,

A karakterisztikus polinom A2 +1, ennek gyokei +i, tehat a homogén egyenlet dltaldnos
megoldasa A cosx + Bsinz. Az inhomogén tag 2 sin x cos x = sin 2z, tehat nincs kiilso



rezonancia, az inhomogén egyenlet megoldasat C'cos2x + D sin 2z alakban keressiik.
Behelyettesitve

—4C cos 2@ — 4D sin 2z + C' cos 2x + D sin 2z = sin 2z,

amibol C' =0, D = —%. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldédsa és annak derivaltja

1
y(x) = —gsin2x—i—Acosa:~l—Bsinx

2
y'(z) = —3 cos 2r — Asinz + Bcosz.

tehat A=1, B = g A kezdetiérték-probléma megoldasa
. 5 .
y(x) = —gsin 2z + cosx + 3sinz.

¢) y'=2y"—y'+2y = te*41e72 A karakterisztikus polinom A3 —2)\? —A+2 = (A4+1)(A—
1)(A — 2), tehdt a homogén egyenlet altaldnos megolddsa y(x) = Ae™® + Be® + Ce?®.
Kiilsé rezonancia van, az inhomogén egyenlet megoldaséit y(x) = Cwxe**+De™* alakban
keressiik. A behelyettesités utan kapott egyenlet

12Ce* + 8Cxe* — 8De > — 2(4Ce** + 4Cwe** + 4De™*")

1 1
— (Ce* 4 207e* — 2De™**) 4 2(Cwe* + De ") = 56236 + e,

2
azaz —12D = %, 3C = %, amibdl C' = %, D = —i. Az inhomogén egyenlet altalanos
megoldasa
y(x) = 11’621 ie’” + Ae™ + Be® + Ce**
6 24 '

Tovabbi gyakorlé feladatok

4. Oldjuk meg a kovetkezo linearis, allando egytitthatos egyenleteket.
a) y' +2y =3y =e



Megoldas.

a)

A karakterisztikus polinom A% + 2\ — 3 = (A — 1)(\ + 3), tehdt a homogén egyen-
let 4ltaldnos megolddsa Ae® + Be 3%, Kiilsd rezonancia van, az inhomogén egyenlet
megoldasat Cxe” alakban keressiik. Behelyettesitve

2Ce” 4+ Cze® +2(Ce” 4+ Cre®) — 3Cxe” = €,

azaz 4C' =1, C = i. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

1
y(x) = Za:ex + Ae” 4 Be .
A karakterisztikus polinom A2 + 2\ + 2, ennek gyokei —1 £, tehat a homogén egyenlet
altalanos megoldasa Ae " cosx + Be *sinx. Nincs kiils6 rezonancia, az inhomogén
egyenlet megoldasat Ce” alakban keressiik. Behelyettesitve

Ce* +2Ce” + 2Ce” = e”,
azaz, C' = % Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa

1
y(x) = gew + Ae *cosx + Be “sinzx.
A karakterisztikus polinom A? + 2\ +1 = (A +1)?, tehat a homogén egyenlet altalanos
megoldésa Ae™* + Bxe ® (belsé rezonancia). Nincs kiilsé rezonancia, az inhomogén
egyenlet megoldasat Ce” alakban keressiik. Behelyettesitve

Ce* +2Ce” + Ce" = e,

amibol C' = i. Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa
1 x —X —T
y(x) = 1€ + Ae™" + Bxe .

A karakterisztikus polinom A2 + 2\ + 1 = (A +1)?, tehat a homogén egyenlet altalanos
megoldésa Ae™*+ Bre™" (belsé rezonancia). Az inhomogén tag %e”” + %e‘x alakba irha-
t0, a méasodik tag miatt kiilsé rezonancia is van, igy az inhomogén egyenlet megoldéasat
Ce® + Dz%e~® alakban keressiik. Behelyettesitve az egyenlet

Ce" + Dx*e™™ — 4Dwe " + 2De™ "
1 1
+2(Ce” + 2Dxe™® — Dz’e™™) + Ce” + Da’e™ = iex + 56’:‘,
azaz

1 1
4Ce* +2De ™ = —¢* + 56_3’

[\]

’ 1w 1 1 . 4 . , .
alakt lesz, amibdl C' = g, D = ;. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa
1 T 1 2 —x —x —x
y(x) = 3¢ + it + Ae™* + Bre .

A karakterisztikus polinom A% + 2\ +1 = (A +1)?, tehat a homogén egyenlet altalanos
megoldédsa Ae "+ Bze™" (belsd rezonancia). Azinhomogén tag %xef‘—l—%xe_x, a masodik
tag miatt kiils6 rezonancia is van, az inhomogén egyenlet megoldasat (Cy + Cix)e” +

6



(Do + Dyx)z*e™™ alakban keressiik. Behelyettesités és a zdrdjel felbontdsa utdn az
egyenlet

1 1
4Cye” + 4C " +4C 1 ze” + 2Dge* + 6Djze™ " = 51’6“‘” + —xe ¥,

2
amibdl a

400 -+ 401 == 0

1

4CH :35

2D0 — 0

1

6D1 - 5

egyenletrendszer adédik. Ennek megoldasa Cy = —%, C, =
az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

1 1 1
y(x) = —éex + ga:ex + E.:E?’e_x + Ae™™ + Bxe™”.

Az egyenlet homogén, a karakterisztikus polinom A*+5\? — 36, ami A?-ben mésodfok.
Akkor 0 az értéke, ha \? = 4 vagy A2 = —9, tehat a gyokok +£2 és +3i. Az egyenlet
altalanos megoldasa

y(x) = Ae** + Be " + C cos 3z + Dsin 3z.

Az egyenlet homogén, a karakterisztikus polinom A\* + 62 + 25, ami akkor 0, ha \2 =
—3 4+ 4i, azaz A = (1 + 2i) és A = £(1 — 2i). Az egyenlet dltaldnos megoldasa

y(x) = Ae® cos2x + Be®sin 2z + Ce™* cos 2o + De™® sin 2z.

A karakterisztikus polinom A>4+X—6 = (A—2)(A+3), tehdt a homogén egyenlet altald-
nos megolddsa Ae** 4+ Be 3%, Kiils6 rezonancia van, az inhomogén egyenlet megold4sat
(Co + Ciz + Cyx?)re 3% alakban keressiik. Behelyettesités és a zdrdjelek felbontdsa
utan az egyenlet

—5Ce 3 +2C1e73% — 10C ze 3" + 6Cyze 3% — 15C,x%e 3% = 2237,

azaz
=5Cy +2C; =0
—10C; +6C, =0

Ebbél Cy = —2:, C} =

T 1250

2 1 1
v@) = (155 ~ 35~ 157
A karakterisztikus polinom A\* + X — 6 = (A — 2)(\ + 3), tehdt a homogén egyenlet
altaldanos megolddsa Ae?* + Be=3%. Kiilsé rezonancia van, az inhomogén egyenlet meg-
oldésat (Co+ Cz)ze®® alakban keressiik. Behelyettesités és a zdrdjelek felbontdsa utan
az egyenlet

—5, Co = —%. Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa

2)$6_3x+A62$+B€_3x.

5Coe** + 201 e*® 4+ 100, ze* = xe*®,

7



azaz

500 -+ 201 = O
10C; = 1.
Ebbdl Cy = 25, C = 10, igy az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
1 2x 1 2 2x 2z -3z
y(x) = — e + T + Ae™ + Be

A karakterisztikus polinom A2 + X — 6 = (A — 2)(\ + 3), tehdt a homogén egyenlet
altalanos megoldasa és annak derivéltja

y(x) = Ae* + Be™*
Y (x) = 2Ae* — 3Be ™",

A kezdeti feltétel alapjan

1=y(0)=A+B
0=1/(0) =24 — 3B,

amibdl A = % = % Tehat a kezdetiérték-probléma megoldéasa
. 3 2x 2 —3x
y(x) = =€ + Fe
A karakterisztikus polinom A3 + 3A\% 4+ 3\ +1 = (XA + 1)?, tehat —1 hdromszoros gyok

(bels6 rezonancia). Az egyenlet altalanos megoldasa és annak derivaltjai

y(r) = Ae™* + Bre * + Ca’e ™"
Y (2) = —Ae ™ + Be ™™ — Bre * 4+ 2Cxe " + Ca’e™™
y'(r) = Ae™™ — 2Be " + Bre * +2Ce ™ — 4Cxe " + Ca’e™™.

A kezdeti feltétel alapjan

1=y(0) =
0=1y(0) = —A+B
0=1y"(0)=A—2B+2C,

tehat A=1,B=1,C = % A kezdetiérték-probléma megoldésa
—x —x 1 2 —x
y(z) =e " +aze " + g%

y" 4+ 3y" + 3y +y = we® A karakterisztikus polinom A\ + 3X\* + 3\ +1 = (A +
1)3, tehat —1 haromszoros gyok (belsd rezonancia). Az egyenlet altaldnos megolddsa
Ae %+ Bre *+Cx?e®. Kiilsé rezonancia is van, igy az inhomogén egyenlet megoldasat
(Co + Cyx)z3e™™ alakban keressiik. Behelyettesités utdn az egyenlet

6Che™ " + 24C 1 xe " = xe™ ™,

amibol Cy =0, C = i. Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa

1
y(x) = ﬂx e "+ Ae " + Bre " + Ca?e™ .



