Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

7. feladatsor: Laplace-transzforméacié (megoldas)

1. A definicié alapjan szamoljuk ki a kovetkezo fuggvények Laplace-transzformaltjat.
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Megoldas.

a) A figgvény csak egy pontban tér el az azonosan nulla fiiggvénytél, ez a definiciéban
szereplé integral értékét nem véltoztatja meg, igy (La)(z) = 0.
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2. Keressiik meg a kovetkezo fliggvények Laplace-transzformaltjat.
a) 7sin3t
b) 6t* + 3t — 2
c) tcosTt
d) e*sin 3t
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3. Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények inverz Laplace-transzformaltjat.
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Megoldas.
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4. Oldjuk meg a kovetkez6 differencidlegyenleteket. (Segitség: vegyiik mindkét oldal Laplace-
transzformaltjat, oldjuk meg az igy kapott algebrai egyenletet, majd a megoldasnak keres-
siik meg az inverz Laplace-transzformaltjat.)

a) y' =y, y(0) =3
b) y" = —y, y(0) =0, y'(0) = -2
¢) ¥y +7y=26,y(0)=0
d) y"+3y +2y=e"",y(0) =0, y'(0) =0
e) ¥y +2y +5y=0,90)=1, ¥(0)=0
Megoldas.
a) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly')(z) = 2Y(z) — 3. Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-
transzforméljuk: 2Y(z) — 3 = Y (z), amibdl
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{gy y(t) = 3e'.
b) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly")(z) = 2*Y (z) + 2. Az egyenlet mindkét oldaldt Laplace-
transzformaljuk: 2?Y(2) + 2 = —Y(z), amib6l
2
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igy y(t) = —2sint.
c) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly')(z) = zY(z). Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-
transzforméljuk: 2V (2) + 7Y (z) = ¢, amibél
1 1
V()= o = o o)
2z+7) Tz Tz47
fgy y(t) = 2 — fe "
d) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly')(z) = 2Y (2) és (Ly")(z) = 2°Y(z). Az egyenlet mindkét
oldalat Laplace-transzformaljuk:
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fgy y(t) = —e P +te™t + e 2,
e) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly')(z) = 2Y(2) — 1 és (Ly")(z) = 2%Y (2) — 2. Az egyenlet

mindkét oldalat Laplace-transzformaljuk:

22Y(2) — 2z +22Y(2) — 2+ 5Y(2) =0,
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fgy y(t) = et cos 2t + e ! sin 2t.




5. Oldjuk meg Laplace-transzformacioval az alabbi kezdetiérték-problémakat.
a) ¥ =x+4y,y =2z —vy, 2(0) =2, y(0) = -2
b) ' =2z — 3y, ¥y =3z + 2y, 2(0) =1, y(0) =4
Megoldas.
a) Legyen X = Lx és Y = Ly a megoldds Laplace-transzformaltja, ekkor (Lz')(z) =
2X(2) —2¢és (LyY')(2) = 2Y(2) + 2. Az egyenletrendszer Laplace-transzformaltja
2X(2) —2=X(2)+4Y(2)
2Y (2) +2=2X(z) —Y(2).
Ennek megoldésa
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tehat x(t) = 273, y(t) = —2e73%.
b) Legyen X = Lz és Y = Ly a megoldas Laplace-transzformaéltja, ekkor (Lz')(z) =
2X(z) —1¢és (Ly')(2) = 2Y(2) — 4. Az egyenletrendszer Laplace-transzformaltja
2X(2) —1=2X(z) —3Y(z)
2Y (z) — 4 =3X(z) +2Y (2).
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Ennek megoldéasa
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tehat z(t) = e* cos 3t — 4e* sin 3t, y(t) = 4e? cos 3t + € sin 3t.

Tovabbi gyakorlé feladatok

6. Oldjuk meg Laplace-transzformacioval a kovetkezd differencidlegyenleteket.
a) y' =Ty, y(0) = -1
b) ¥ ==y, y(0) =1, y'(0) =0
c) 2y —y=0,y(0) =1/2
d) 2y +y=e* y(0) =1
e) ¥ +y=sin3t, y(0) =0
Megoldas.

a) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly')(z) = 2Y(z) + 1. Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-
transzforméljuk: 2Y(z) + 1 = 7Y (2), amibdl
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igy y(t) = —e™.
b) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly")(z) = 2*Y(2) — 2. Az egyenlet mindkét oldaldt Laplace-
transzformaljuk: 2?Y(z) — 2z = —Y(2), amibdl
z
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igy y(t) = cost.



c) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly')(z) = 2Y(2) — % Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-

transzformaljuk: 2z2Y(z) — 1 — Y (2) = 0, amibél
1 1 1

Y — = —
B)=0,—7=3:C

I

1
2

fgy y(t) = 3%
d) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly')(z) = 2Y(2) — 1. Az egyenlet mindkét oldaldt Laplace-
transzformaljuk: 22Y () — 2+ Y (z) = -1, amibél
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fgy y(t) = e + fe /2,
e) Legyen Y = Ly, ekkor (Ly')(z) = 2Y(z). Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-

transzformaljuk:
2Y(2)+Y(2) = %,
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tehat
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y(x) = —10 <% 3t + 10 sin 3t + Toe_t.

7. Oldjuk meg Laplace-transzformacioval az alabbi kezdetiérték-problémakat.
a) ' =br —vy,y =3x+vy, z(0) =—1, y(0) =2
b) ' = =8y, vy =2x, (0) =1, y(0) = —2
Megoldas.
a) Legyen X = Lx és Y = Ly a megoldas Laplace-transzformaltja, ekkor (Lz')(z) =
2X(2)+1és (LyY)(z) = 2Y(2) — 2. Az egyenletrendszer Laplace-transzformaltja

2X(2)+1=5X(2) —Y(2)
2Y (z) —2=3X(z) + Y(2).

Ennek megoldésa
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b) Legyen X = Lz és Y = Ly a megoldas Laplace-transzformaltja, ekkor (Lx')(z) =
2X(z) —1és (LyY')(2) = 2Y(2) + 2. Az egyenletrendszer Laplace-transzformaltja

2X(z) —1=-8Y(2)
2Y(z2) + 2 =2X(2).

Ennek megoldésa
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tehat

x(t) = cos4t + 4sin 4t

1
y(t) = —2cosdt + 3 sin 4¢.



