Matematika A2c gyakorlat
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8. feladatsor: Tobbvaltozés fiiggvények hatarértéke
(megoldas)

1. Szamoljuk ki a kovetkez6 hatarértékeket:
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Megoldas.

a) A megadott fiiggvény kétvaltozds raciondlis tortfuggvény, tehat az egész értelmezési
tartomanyan folytonos. A (0,0) pont benne van az értelmezési tartomanyban, tehat
ott a hatarérték egyenld a helyettesitési értékkel, azaz %

b) A fiiggvény két folytonos fliggvény hanyadosa, tehat a nevezé zérushelyein kiviil foly-
tonos. A (0,0) pontban a nevezé 1, igy ott a hatarérték megegyezik a helyettesitési
értékkel, vagyis 0.

c) A nevezében cosy? hatdrértéke 1, ez nem befolydsolja a hatérértéket. |sin(a?y)| <
|z%y| = x?|y| miatt
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igy a renddr-elv miatt a hatarérték 0.
d) A lim; — 032 = 1 nevezetes hatdrérték felhasznaldséval
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e) Az els6 tényezd folytonos, hatérértéke 0, mig a masodik tényezd korlatos, igy a szorzat
hatarértéke is 0.



f) Ez a hatarérték nem létezik. Példaul az y = mx egyenes mentén haladva

Y
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ami fiigg a meredekségtol, ha létezne hataréték, akkor ez nem fordulhatna el6.
g) Az y = mx egyenes mentén szamoljuk ki a hatarértéket:
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ez fiigg a meredekségtol, tehat nem létezik hatarérték.
h) A szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség szerint 2|xy| < 22 + 32, emiatt
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igy a rendér-elv miatt a hatarérték a (0,0) pontban 0.
i) 2v/6|zy| < 227 + 3y? felhaszndlésaval
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tehat a rendér-elv miatt a hatarérték 0. (Valamivel gyengébb, de a célnak megfeleld
korlatot egyszeriibben is kaphatunk: |zy| < 2|zy| < 2? + y* < 222 + 3y2.)
j) Az y = mx egyenes mentén szamoljuk ki a hatérértéket:
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Ez fiigg a meredekségtdl, tehat nem létezik hatarérték.
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1) Az y = ma egyenes mentén szamoljuk a hatarértéket:
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ami fiigg a meredekségtol, tehat nincs hatarérték.

2. Mely pontokban folytonos az
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Megoldds. Ha (z,y) # (0,0), akkor a fiiggvény egy olyan racionalis tortfiiggvénnyel egye-
zik meg, aminek a nevezéje nem 0, tehat folytonos. A (0,0) pontban ki kell szamolni a
hatarértéket. y = max egyenes mentén haladva
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ami fiigg a meredekségtol, a hatarérték nem létezik, tehat f nem folytonos az origéban.



3. Adjuk meg c értékét ugy, hogy az

arctan xz—iy? ha (z,y) # (0,0)
c egyébként
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fiiggvény minden pontban folytonos legyen.

Megoldds. Ha (x,y) # (0,0), akkor a fiiggvény egy olyan racionélis tortfiiggvénnyel egyezik
meg, aminek a nevezéje nem 0, tehat folytonos. Az origéban akkor lesz folytonos, ha ¢ az
ottani hatarértékkel egyezik meg.
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hiszen ha K > 0 és § = \/—%, akkor /2 4+ y?> < 0 esetén @ > K. Masrészt arctan

végtelenbeli hatarértéke 7, tehdt f hatdrértéke is ennyi az origéban. A folytonossag feltétele
™
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Tovabbi gyakorlé feladatok

4. Szamoljuk ki a kovetkezd hatarértékeket:
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Megoldas.
a) Az y = mx egyenes mentén haladva
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ez fiigg a meredekségtol, tehat nem létezik a hatarérték.
b) Az y = mz egyenes mentén a hatarérték
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ami fligg a meredekségtol, igy nem létezik hatarérték.



c) A fiiggvény folytonos fiiggvények hanyadosa, a nevezd a (2,1) pontban nem 0, tehat
létezik ott hatarérték, és megegyezik a helyettesitési értékkel:
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d) A szamldlo 1, a nevezb a megadott pontban 0 és folytonos, tehat az abszolutérték
végtelenhez tart. Viszont az x < y félsikban negativ, az x > y félsikban pozitiv, tehat
a két félsik hataran 1évé (1, 1) pont barmely kornyezetében taldlunk nagy abszolutértékii
pozitiv és negativ fliggvényértékeket. Tehat nem létezik hatarérték.

e) Szamoljuk ki az y = mz egyenesek mentén a hatarértéket:
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ez nem fiiggetlen a meredekségtdl, tehat nincs hatarérték.

f) Az els6 tényez6 folytonos, helyettesitési értéke 0, mig a masodik tényez6 korlatos, igy
a szorzat hatartértéke is 0.

g) Ha (z,y) # 0, akkor
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x? + 92

22 sin 2y
x? + y?

< <zl.

A rendér-elv alapjan a hatarérték 0.
h) Ha (z,y) # 0, akkor
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A rendor-elv alapjan a hatarérték 0.
i) Az y = mx egyenes mentén haladva
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a hatarérték, ez fiigg a meredekségtol, tehat a kétvaltozos fliggvénynek nincs hatarértéke
az origoban.

5. Legyen
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0 egyébként.
Mutassuk meg, hogy az origdn atmené barmely egyenes mentén felvéve egy origohoz tartd
pontsorozatot, az ezekhez tartozo fiiggvényértékek sorozatanak mindig ugyanaz a hatarér-

téke. Vizsgaljuk meg a fiiggvényértékek sorozatanak hatarértékét akkor is, ha az y = a2
egyenletli parabolan kozelitiink az origbhoz. Van-e a fiiggvénynek hatarértéke az origoéban?

Megoldas. Tekintsiik a fiiggvényt az y = max egyenes mentén:
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Meg kell még vizsgalni a fiiggoleges egyenest:
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tehat minden egyenes mentén 1 a hatarérték.
Ugyanakkor a megadott y = 22 parabola mentén haladva
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tehat nem létezik az origoban f hatarértéke.



