Matematika A2c gyakorlat

Vegyészmérnoki, Biomérnoki, Kérnyezetmérnoki szakok, 2017/18 &sz

9. feladatsor: Tobbvaltozés fiiggvények derivalasa
(megoldas)

1. Szamoljuk ki a kovetkez6 fiiggvények parcialis derivaltjait.
2 z+y?

rle
a) f(z,y) = 222 11 +1In(z* +1) + (2y + 1)°

b) f(z,y) = 2% — 32y* + 22 — 5y +In2

Megoldas.
a)

(ey) (20 V" 4 22797) (222 + 1) — 2251V - 4x N 4

X =

=Y (222 + 1)2 211
et g2 . 2

fyfay) = 55 1202y + 1)

222 +1

fi(z,y) = 32® + —3y* + 2
fo(z,y) = =61y — 5
2. Legyen f(z,y) = \/ 5(z — 1)* 4 4y2. Irjuk fel az elsrendfi parcidlis derivaltfiggvényeket.
(Az (1,0) pontban hasznaljuk a definiciét.)
Megolddas. Ha (z,y) # (1,0), akkor mindkét parcidlis derivalt szamoldsédnal egy olyan Ossze-
tett fliggvényt kell derivalni, aminek a kiilsé és belsé fiiggvénye is differencialhato:
10(z —1)3
fal@,y) =
V5@ — 1)+ dg?

/ _ 4y
fy(%y) \/5(1‘—1)4—1—43;2

Az (1,0) pontban azonban a gyok alatt 0 all, ott a kiils6 fliggvény nem differencidlhatoé.
Emiatt a definici6é alapjan szamolunk:
h

/ s s
(1,0 = iy h =

= lim v/5h = 0.
h—0
Hasonléan irhatjuk fel az y iranyu derivaltat:

. / 2
f(l,h) f(l,O) = lim ih = lim 2@,
L h—0 h h—0  h

ami nem létezik: jobbrdl 2, balrél —2 a hatarérték.

f,(1,0) = lim

3. Legyen f(z,y) = (2o —y)* + 423 — 8y?. Szamoljuk ki az elsérendli és masodrendii parciélis
derivéltakat. Hol derivalhaté (totdlisan) a fiiggvény? Mivel egyenld grad f(1,2)7

Megoldads. A parcialis derivaltfiiggvények
folz,y) = 8(22 —y)° + 122
fo(x,y) = —4(22 — y)® — 16y.

Mivel ezek mindenhol folytonosak, az f fiigevény az egész R? halmazon totdlisan diffe-
rencialhaté. A gradiens komponensfiggvényei éppen a parcidlis derivaltak, grad f(1,2) =

(f:]lc(l’ 2)7 f;(l, 2)) = (127 _32>‘



4. Legyen

(z—2)y?
= +6x+3y ha(z,y)# (0,0
f(fc,y)Z{ “’ (@.v) #(0.0)

0 egyébként.

Mivel egyenl$ f!(x,y) &s f.(z,y)? Hol differencidlhat6 (totdlisan) f7

Megoldds. Ha (z,y) # (0,0), akkor a fiiggvény egy olyan raciondlis tortfiiggvénnyel egyenld,
aminek a nevezéje nem 0, tehat ott totalisan differencidlhato. A parcidlis derivaltfiggvények

Y22 4 y?) — (x — 2)y* - 2

fa}(l‘7y) = (.Z'Z +y2)2 +6
, C(@=2)-2y— (2 —-2)y*- 2
fy(w,y) = CERDE +3.

A (0,0) pontban a definiciét hasznéljuk. A parcialis derivaltak

. f(h,0) = £(0,0) . 6h
/ —_ — —
f:(0,0) }llm(l) 3 = illlr% W 6
és
. f(0,h) — f(0,0) .. —2r* 3h
/ —_—
fx<07 0) }111_2101 h = }111_>1101 e + Tl ,

ami nem létezik. Igy f nem lehet totdlisan differencidlhaté sem az origdban.

5. Adott az f(z,y,2) = 2% + y* + 2?ye®* fiiggvény. Mivel egyenld grad f(—1,1,0)? Miért
létezik? 7 =7 f" =7

TTZ TZT

Megoldds. A parcialis derivaltfiiggvények

"(z.y,2) = 3x% + 2zye®
fx( v Ys ) Yy
fi(x,y,z) = 4° + 2*e*
fo(x,y, 2) = 2a%ye®.

Mivel ezek folytonos fiiggvények, f differencidlhato, és igy 1étezik a gradiens, komponensei
éppen a parcidlis derivaltak. A megadott pontot behelyettesitve grad f(—1,1,0) = (1,5,2)
adodik. A kiszamolandd magasabbrendii derivaltak:

7 (z,y,2) = (20%ye*)! = (daye®) = 4ye**

Tz

" (x,y,2) = (32% + 2wye®)! . = (daye®), = dye**.

TZX

"
Trz

Mivel a szerepl6 derivaltfiiggvények folytonosak, a Young-tételbdl is kovetkezik, hogy

A " :
és f . megegyezik.

6. Irjuk fel f(x,y) = (22 —y)? + 42 — 8y fiiggvény Py(1,2) pontbeli érintésikjanak egyenletét!

Megoldas. Elészor szamoljuk ki a parcidlis derivaltfiiggvényeket:

fo(w,y) = 8z +4(2x —y)
fo(@,y) = =8 = 2(2z — y).
Mivel mindketto folytonos, f totdlisan differencialhaté. A gradiens komponensei a most

kiszamolt derivéltak, tehat grad f(1,2) = (8, —8). A fiiggvényérték f(1,2) = —12, tehat az
érintésik egyenlete z = —12 + 8(x — 1) — 8(y — 2).



Tovabbi gyakorlé feladatok
7.

sin(y2+2x2) ha (z
— ) # (0,0
O
0 egyébként.
a) lim f(z,y) =7 Folytonos-e f az origéban?
(z,y)—(0,0)
b) f2(0,0) =7 (Hasznaljuk a definiciét.)
c) Totalisan derivalhaté-e f az origéban?
Megoldas.
a) Ha (z,y) — 0, akkor y*>+ 222 — 0 feliilrél, mivel ez a fiiggvény folytonos, nemnegativ, a
helyettesitési érték 0. f ennek a fiiggvénynek és a t — L“tt fliggvénynek a kompozicidja,
igy az origdéban az utobbi fiiggvény 0 pontbeli jobboldali hatarértékéhez tart.

sint . sint
(w,yl)lgzo 0) fy) = tg%ﬁr N tlir(gr T\/E =0

mivel az elsé tényezé hatarértéke 1 és a négyzetgyok (jobbrol) folytonos. A hatarérték
megegyezik a helyettesitési értékkel is, tehat f folytonos az origéban.

b) A definicié alapjan

) . f(h,0) = f(0,0) . sin(2h?) . sin(2h?) h
12(0,0) = Jimg h = i V2|h|h \/ézlfi% 2n2  |h|

nem létezik, balrél —v/2, jobbrél +v/2 a hatérérték.
¢) Mivel nem létezik x szerinti parcidlis derivalt, f nem differencidlhat6 az origéban.

8. Irjuk fel az f(z,y,2) = 2%y + yz — 52* fiiggvény gradiensét! Miért létezik a gradiens?
Szamitsuk ki az f fuggvény Py = (0,10, 1) pontbeli v = (—3,4,0) irdnyu derivaltjat.

Megoldads. A parcialis derivaltak

folx,y, z) = 2y
folw,y,z) = a® + 2
filx,y,2) =y —10z.

Mivel mindegyik folytonos, f differencidlhaté, és igy létezik gradiens: grad f(z,y,z) =
(2zy, x® + z,y — 102). A By pontban grad f(0,10,1) = (0,1,0), a v irdnyt egységvektor

v 3 4
= _770)7
v ( 55

az iranymenti derivalt a ketto skalaris szorzata, tehéat %.
x
9. Adott az f(x,y) =3y + ™" — 2y arctan — fiiggvény és a Py = (0,1) pont.
)

a) folz,y) =7 fi(z,y) =7, hay #0
b

) [rjuk fel az f figgvény P, pontbeli érintésikjanak egyenletét!
¢) Mennyi az f fiiggvény Py pontbeli v = (2, —7) irdnyu derivaltja?
)

d) Adjuk meg az f fiiggvény P, pontbeli irdnymenti derivaltjinak maximumét (minimu-
mat), és adjuk meg a maximumhoz (minimumhoz) tartozé irdnyt.

Megoldas.



a) A fuggvény y # 0 pontokban parcialisan differencialhaté, a parcidlis derivaltfiggvények

9
fi(z,y) = e¥y? —
(z.9) 1+§—§

2x
x2 )
(1+35)y
b) A P, pontban a parcidlis derivaltak folytonosak, tehat f differencidlhaté, a grafikon-
janak létezik érintésikja. f(0,1) = 4 és grad f(0,1) = (—1,3) alapjan az érint6sik
egyenlete z =4 — 1(z — 0) + 3(y — 1).
¢) A v irdnyaban az irdnymenti derivalt

v-grad f(0,1) 23

V] IRVGEY

d) A maximélis iranymenti derivalt | grad f(0,1)] = v/10.
%

folx,y) =3+ 2¢*" zy — 2arctan Iy
Yy

10. Az f(x,y) = 2 1 képlettel megadott feliiletre a ( 1) pont f6lott egy vizcseppet ejtiink.
e
Merre fog elindulni? Mekkora az adott pontban a maximélis meredekség?

Megoldas. A csepp abba az irdanyba indul el, amerre a leggyorsabban csokken a fliggvény,
tehdt — grad f(—3,1) irdnyba. A parcidlis derivaltak

folw,y) = =27 7%y
filw,y) = 3e7 722,
ezek folytonosak, tehét létezik gradiens és grad f(—1/2,1) = (—2,3). A csepp tehit a
(2, —3) irdnyba indul. A legnagyobb meredekség | grad f ( 1/2,1)] = V/13.
11. Legyen

x2_ 2
ﬁ ha (l’,y) 7é (070)
-3 egyébként.

f(w,y)z{

lim  f(z,y) =? Folytonos-e f az origéban?
(z,y)—(0,0)

fo(z,y) =7 f,(x,y) =7 (Az origbban haszniljuk a definiciot!)
Mennyi az f fiiggvény (1, —1) pontbeli v = (—5,1) irdnyt derivéaltja?

a

)
b)
c)
d) Adjuk meg az f figgvény (1,—1) pontbeli irdnymenti derivaltjanak maximumat és

minimumat!
e) Irjuk fel az f fiiggvény (1, —1) pontbeli érintésikjanak egyenletét!
Megoldas.
a) Tekintsiik a fiiggvényt az y = mz mentén. Itt a hatérérték

2 —3m*x? 1 —3m?

alcgnf(x mx)_alclg%2x2+m 222 2+m?

Ez fugg a meredekségtol, tehat az f fliggvénynek nem létezik a hatarértéke az origdban,
igy folytonos sem lehet.

b) Az origén kivil

22(22% + y*) — (2 — 3y?) - 4z
(222 + y2)?

—6y(22” +¢*) — (¢* = 3y") - 29
(227 + y2)? :

folz,y) =

fo(z,y) =



Az origéban a definiciét hasznaljuk:

_f(h,0) — f(0,0) az—(=3) . 5
/ _ 2h — _
1:(0,0) = ilzlg(l) h N ilz—>0 h Ilv,g% h
nem létezik,
_f(0,h) = f(0,0) . SHE—(=3) 0
/ _ —
£,(0,0) = limy h = hm h _;lfi%h_o

¢) grad f(1,—1) = £ (1,1), a v irdny derivélt

v - grad f(1,-1) 28\/>

[v]

d) A maximélis irdnymenti derivalt | grad f(1, —1)| = 144/2/9, a minimélis ennek ellen-
tettje, azaz —14+/2/9.
e) A figgvényérték f(1,—1) = —%, tehat az érintésik egyenlete

2 14 14
z=—=+—(z—-1)+—

3 9( 9(y+1)-



