Matematika A2c vizsga — 2018. januar 5.
Elmélet (5 x 2p)

1.

Definialja a vektorterek dimenziéjat.
Megoldds. Egy vektortér dimenzi6ja a bazisainak (k6zos) elemszdma.
Mit neveziink szétvilaszthato differencialegyenletnek?

Megoldds. Az y' = f(x)g(y) alakd egyenleteket.

. Mondja ki a Young-tételt.

"

Megoldds. Ha az f : R* — R fiiggvény mésodik parcidlis derivaltjai folytonosak, akkor f7/ (x,y) = f,,(x,y).

. Mondja ki a Fubini-tétel normaltartomanyra vonatkozé valtozatat.

Megoldds. Ha A = {(z,y) € R*|z € [a,b], g1(z) <y < g2(x)} és f : A — R folytonos, akkor / fdA =
A

b rga(x)
/ / f(z,y) dyde.
a Jgi(x)

. Ismertesse a Weierstrass-kritériumot.

Megoldds. Ha minden n-re f, : H — R és > 7 jsup,cy |fn(z)] < oo, akkor a Y.~ f,(z) figgvénysor
egyenletesen konvergens.

Feladatok (5 x 10p)

1.

A térben az (1,5,3), (1,4,2) és (—1,—2,—1) vektorok bézist alkotnak. Irja fel a z = 0 egyenletii sikra
vetités matrixat ebben a bazisban.

Megoldds. A megadott bazisvektorok képei a vetités utdn (1,5,0), (1,4,0) és (—1,—2,0). Mindhdromnak
meg kell hatdrozni a koordinatdit a megadott bazisra nézve. Ezt megtehetjiikk Gauss—Jordan-eliminéciéval
(szimultén linedris egyenletrendszer megolddséra alkalmazva):
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A jobb oldali 3 x 3 méretii blokk oszlopai most éppen a bazisvektorok képeinek koordinatait tartalmazzdk
a megadott bazisban, tehat ez a transzformécié matrixa is ezen béazisra nézve.

Megjegyzés. Ugy is gondolkodhatunk, hogy ha P jeloli a vetités matrixat a standard bézisra nézve, S
oszlopai pedig az 4j bazis koordinatai a standard béazisra nézve, akkor bazistranszformaciéval kaphatjuk
meg a megadott bazisban a vetités matrixat: S™1PS. Itt

11 -1 1 00
S=15 4 -2 éP=1|01 0
3 2 -1 0 0 0

Az inverz kiszamitasa torténhet a fenti megolddshoz hasonléan Gauss—Jordan-eliminaciéval. (Azt is észre-
vehetjiik, hogy a fenti szimultdn egyenletrendszer jobb oldali 3 x 3 blokkja éppen a PS métrix.)

. Laplace-transzformaci6 segitségével oldja meg az

differencidlegyenlet-rendszert z(0) = 1, y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett. (Az f(t) = t"e®! fiiggvény Laplace-
!

transzformaltja (Lf)(z) = (ziiﬁ)



Megoldds. Legyen X = Lx és Y = Ly a megoldas Laplace-transzformaltja, ekkor (£z')(z) = 2X(2) — 1 és
(Ly')(z) = 2Y(z). Az egyenletek mindkét oldaldnak vegyiik a Laplace-transzformaltjat:
2X(2) —1=-2X(2)+Y(2)
2Y (z) = —X(2).
A kapott lineéris egyenletrendszert megoldjuk, majd parciélis tortekre bontunk:
ey e A e Y =g
tehat a megoldds z(t) = —te ' + e, y(t) = —te .

. Hatérozza meg az f(z,y) = e~ 2 (z — y?) fiiggvény lokalis szélséértékeit.

X(z) =

Megoldds. A fuggvény mindenhol akarhdanyszor folytonosan differencidlhaté, tehat ott lehet lokalis szélsé-
értéke, ahol a gradiens 0. A gradiens komponensfiiggvényei

filey) = 2 (—a)(x — y?) + e 72 = e 2 (1 — da® + day?)
fyla,y) = e 2 (=2y) = —2ye >,

A két komponens egyszerre akkor 0, ha y = 0 és 1 — 422 = 0, tehat = = i%. A Hesse-matrix

" " —2z? 3 _ —222
H(z,y) = [ () xy(x,y)] _ [46 ( 3z + 423 4+ % — 42%y ) Se xy] 7

g//,ac (Iv y) g/;/y (I, y) 8e —2a° Ty *2672w2

a staciondrius pontokban

1 4e—1/2 0 , 1 —4e~1/2 0
" <_2’0> o [ 0 —261/2] és H (2’0) o [ 0 —261/2] ’

az el6bbi indefinit, az utébbi pedig negatlv definit, tehdt a (—1/2,0) pontban nyeregpont van, az (1/2,0)
pontban pedig lokélis maximum, értéke ﬁ

. Az integralok sorrendjének felcserélésével szamitsa ki

6 3
/ / e® dxdy
0 Jy/2

értékét.

Megoldds. A két egymaésba dgyazott integral megegyezik az f(z,y) = e kétvaltozos fliggvény integraljaval
az A = {(w,y) c ]RQ‘O <y<6,y/2<z< 3} = {(m,y) e R2|0 <x<30<y< Zx} halmazon. Az elébbi
megadast a hatarok leolvasasaval kapjuk, az utébbibdl pedig a forditott sorrendii integralas hatarait lehet
latni:

6 3 3 2w 3, 13
/ / e’ dxdy:/fdA:/ / e’ dydm:/ e’ 2xdx = [e‘”} =e¥ — 1.
0 Jy/2 A 0 Jo 0 0

. Hatarozza meg a

o0
n2"™
Z 217"
ns+1
n=0
sor konvergenciatartomanyat.

Megoldds. A sor hatvanysor, el6szor a konvergenciasugarat hatarozzuk meg a Cauchy-Hadamard-tétel se-
gitségével

— = limsup {/ ——— = limsup 2}/
n~>oop ’I’L2 n~>oop n2 + 1

tehat a konvergenmasugar R =1/2. A két végpontot kiilon kell vizsgdlni, az £ = —1/2 pontban

= n2" = n
—(—1/2)" = )"
DY = )
n=0 n=0
Leibniz-sor, mivel valtakozik az elGjele és monoton csokkend nullsorozat. Az x = 1/2 pontban a

tagokat alulrél becsiilhetjiik:

n;fl—l
n2™ n 11
—(1/2)" = ——
n2+1(/) n24+1~-2n’

tehdt a minordnskritérium alapjdn itt divergens, hiszen a >~ | % harmonikus sor is az. Tehat a konver-
genciatartomany (—1/2,1/2].

>



