Matematika A2c vizsga — 2018. januar 19.
Elmélet (5 x 2p)

1. Definidlja a linearis egyenletrendszerek kibévitett matrixat.
Megoldds. Az

1,171 +a12+ -+ a1 Ty = by

a21%1 +ag2 + -+ a2 nTp = by
am, 121 + am,2 +- Um,nTn = bm

linearisegyenletrendszer kibovitett matrixa

aii N a1,n bl

am,1 oo Omn bm

)

2. Mit neveziink linearis differencidlegyenletnek?

Megoldds. Lineéris differencislegyenletnek nevezziik az a,, (z)y™ +a,_1(z)y™ D +-- -4 a1(x)y +ao(z)y =
b(x) alakt egyenleteket, ahol ay, ..., a,,b adott fiiggvények.

3. Adjon sziikséges feltételt differencidlhaté tobbvaltozos fiiggvény lokdlis szélsGértékének létezésére az xo pont-
ban.

Megoldas. Ha az f : R™ — R fiiggvény differencialhato és az xo pontban lokalis széls6értéke van, akkor
grad f(xg) = 0.

4. Mondja ki a Fubini-tétel téglalapra vonatkoz6 valtozatat.
b pd
Megoldds. Ha A = [a,b] X [¢,d] és f: A — R folytonos, akkor / fdA = / / f(z,y)dy da.
A a Je

5. Mondja ki a Cauchy-Hadamard-tételt.
o0
1
Megoldas. A Z an(x — x0)™ hatvanysor konvergenciasugara R = ———

=5 lim sup V/ an|.
n— o0

Feladatok (5 x 10p)

1. Adja meg a ¢ paraméter értékét gy, hogy az

{E1+2(E2—2.’E3:6
1+ 2T —3x3—24 =0
201 —x3+ 314 =

—r1 — X9+ T3 — x4 =—6

egyenletrendszernek 1étezzen megoldasa. Oldja is meg az egyenletrendszert ezen c¢ érték mellett.

Megoldas. Végezzink Gauss-eliminéciot a kibvitett métrixon:

1 2 -2 0]6] 2=l 2 —2 0 6 1 2 -2 0 6
1 1 =3 —1lo|%& o -1 =1 1] —6 |%3%1o -1 -1 -1| -6
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i [T 2 =2 0] 6 1 2 -2 0| 6 1 2 -2 0| 6
sa/(=2) |0 1 1 1 6 ssorsq |01 1 1 6 sa—7s3 |0 1 1 1 6
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Ha ¢ # 9, akkor az utolsé sor miatt nincs megoldas. Ha viszont ¢ = 9, akkor az egyiitthatématrix és a
kibévitett métrix rangja is 3, tehat létezik megoldds. A lépcsds alakbdl leolvashatjuk, hogy pl. az utolsé
ismeretlen szabadon megvélaszthat6. A megoldas x4 =t, x3 =3 —t, x0 = 3, x1 = 6 — 2t.



2. Hatédrozza meg az y” + 5y’ + 4y = coszx differencidlegyenlet dltaldnos megoldését.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén linearis allandé egytitthatds, el6szor a hozza tartozdé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 + 5\ +4 = (A +4)(A+ 1), tehat a gyokok —4 és —1. A homogén
egyenlet &ltaldnos megoldésa y(z) = Ae™* + Be ™.
Az inhomogén tag trigonometrikus, nincs kiils§ rezonancia, tehét kereshetiink y(x) = C cos x+ D sin z alakd
megoldast. Ezt az egyenletbe helyettesitve

—C'cosz — Dsinz + 5(—C'sinz + D cosz) + 4(C cosz + Dsinz) = cosx
adodik, ami akkor teljesiil minden z értékre, ha 3C' + 5D =1 és 3D — 5C = 0, azaz C = % és D = %.
Tehét a differencidlegyenlet altaldnos megoldasa y(z) = % cosx + 35—4 sinx + Ae™** + Be™ .

3. Hatdrozza meg az f(x,y) = (2% +y?)(1 + x) fiiggvény minimumat és maximumat az x2 + y? < 1 kérlapon.
Megoldas. A figgvény differencialhatd, szélséérték eléfordulhat a tartomdany beljesében a gradiens zérushe-
lyeinél vagy a peremen. A gradiens komponensfiiggvényei

fola,y) = 20(1+2) + («® + %)

Fi(w,) = 2y(1 + ).
A mésodik akkor 0, ha y = 0 vagy z = —1. Az elébbi esetben az els6 komponens eltiinésének feltétele
322 4+ 22 = 0, azaz = 0 vagy * = —2/3. Ha viszont z = —1, akkor az els§ komponens els6 tagja is 0,
vagyis az 22 4 y? tagnak is el kellene tiinnie, de ez csak az x = y = 0 pontban torténik, ami ellentmond4s.
Tehat két staciondrius pont van: (0,0) és (—2/3,0). Meg lehetne vizsgilni a Hesse-métrixot, de mivel
ugyis 6ssze kell hasonlitani a fiiggvényértékeket a peremen talalt széls6értékekkel, egyszeriibb most azokat
kiszdmolni: f(0,0) =0 és f(—2/3,0) = 5=
A peremet paraméterezziik x(t) = cost, y(t) = sint médon, ekkor

d _d o 2 _4d = i
dtf(m(t),y(t)) = dt(cos t +sin“t)(1 + cost) = dt(1+cost) = —sint,

ennek zérushelyei ¢t = kn (k € Z), ami az (2(0),y(0)) = (1,0) és (z(7),y(m)) = (—1,0) pontoknak felel meg.
Itt a fﬁggvényértékek f (1,0) =2 és f(—1,0) = 0. Tehét a korlapon a maximum 2, a minimum pedig 0.

4. Integralja az f(x,y,z) = y/z2 + y? figgvényt a V = { (z,y,2) € R3f1 <224y’ 422 <4,x> 0} tartoma-
nyon.
Megoldds. A megadott tartomany két origd kozépponttu félgdmbfeliilet és a kozos hataroldsikjuk kozotti
rész, tehat érdemes géombi koordinatdkat hasznélni az integralashoz:

x(r, 9, ¢) = rsind cos p
y(r,9, ) = rsindsiny
z(r, 9, ¢) = rcost,

a Jacobi-determindns r2 sin 9, a paramétertartomany [1,2] x [0, 7] x [-7/2,7/2]. A fiiggvényérték

f@(r,9,0),y(r,9,9),2(r, 9, ) = rsind).
Az integrél tehét
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5. Hatérozza meg az f(z) = fiiggvény zoy = 0 kézépponti Taylor-sorat.

713

1
Megoldds. A mértani sor 6sszegébdl indulunk ki: Z q" = T—a ha |g| < 1. A nevez6bdl 7 kiemelése utan
—q
=0

q= 2 értékkel hasznalhatjuk ezt az Osszefliggést, ennek alapjan
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