Matematika A2c masodik PZH — 2017. december 4.
Elmélet (2p + 3p)

1.

Mondja ki a homogén linearis differencidlegyenlet megoldashalmazardl szdlo tételt.

Megoldds. m-edrendii homogén linearis differencidlegyenlet lokalis megoldasai n dimenzids vektorteret al-
kotnak.

. Definidlja a tobbvaltozés fiiggvények folytonossiagat.

Megoldas. Az f: R™ — R fiiggvény folytonos az xo pontban, ha Ve > 036 > 0vx € R" : |[x —x¢| < § =
[f(x) = f(xo)| <

Feladatok (3 x 5p)

1.

Hatérozza meg az (1 + 22)y’ — 22y = 1 + 22 differencidlegyenlet altaldanos megoldasat.
Megoldds. Az egyenlet inhomogén linearis, el6szor a hozzd tartozé homogén egyenletet oldjuk meg: (1 +
2?)y’ — 2xy = 0. Ez szétvalaszthato, dtrendezve

y 2z

y  1+a2

mindkét oldalt integraljuk:
In [y(x)| = In(1 +22) + C,

tehat y(x) = C(1 + 2?).

Az inhomogén egyenlet megolddsat az dllanddk varidldsdnak moédszerével lehet meghatarozni: az y(x) =
c(z)(1 + 2?) fiiggvényt az inhomogén egyenletbe helyettesitjiik. y'(x) = ¢/ (x)(1 + 22) + ¢(x) - 2x felhaszna-
lasaval

(1+2%)d (x)(1 + 2?) =1+ 22,

tehat

1
clx) = / dz = arctan x.

1+ 22
Az 4ltaldnos megoldds y(z) = (1 + 22) arctanx + C(1 + 2?).
Létezik-e a
2xy + 22 + 15y%
im ———
(z,y)—(0,0)  3x2 + Ty?
fliggvényhatarérték? Ha igen, szamitsa ki.
Megoldas. Vizsgaljuk a fliggvényt az y = mx egyenesek mentén, ahol m € R paraméter:
2ma? + z2 + 15miat . 2m+ 1+ 15m*a? 2m +1

li = —
20 322 4+ Tm?2z2 250 34+ Tm?2 34 Tm?2

A kapott kifejezés fligg m értékétdl, ez nem fordulhatna el, ha létezne a kétvaltozos fliggvénynek hatérértéke
az origéban. Tehat a kérdéses hatarérték nem létezik.

. Hatdrozza meg az f(x,y) = % —22% — 2y? fiiggvény maximumat és minimumét az {(z,y) € R[22 +y% < 1}

tartomanyon.

Megoldds. A figgvény folytonos, a megadott tartomany korldtos és zért (zart korlap), tehat létezik mini-
mum és maximum is. Lokalis széls6érték lehet a tartomany belsejében vagy a peremen. Beliil a gradiens
zérushelyei koziil kertilnek ki, ennek komponensfiiggvényei

fi(x,y) = 42 — 4o = 4x(2* — 1)
fg{/(xay) = 74y

A két derivdlt a tartomény belsejében csak a (0,0) pontban tiinik el egyszerre. A Hesse-matrix

H(z,y) = | z=(®9) g’c’y(x,y)] _ [123:2 -2 0 } 7



ez az origdban negativ definit, tehat itt lokédlis maximum van.

A fiiggvényt a peremen annak egy paraméterezését hasznalva vizsgdlhatjuk. «(t) = cost, y(¢t) = sint
behelyettesitésével a t — cos? & —2 cos? & —2sin? x = cos? x — 2 fiiggvényt kapjuk. A derivalt —4 cos® zsinz,
ennek zérushelyei k7, k € Z. Mindegyiknél elgjelet valt a derivalt, m tobbszoroseinél lokdlis maximum van,
a tobbi staciondrius pontban lokalis minimum.

Tehat a fliggvény maximumat a megadott tartomédnyon a (0,0), (£1,0) pontok valamelyikében veszi fel, a
minimum lehetséges helyei pedig (0, £1). A fuggvényértékek: f(0,0) =0, f(£1,0) = —1, tehdt a maximum
—1, f(0,4+1) = —2, tehat a minimum —2.



