Matematika A2c els6 ZH - 2017. oktéber 10.
Elmélet (2p + 3p)
1. Definidlja a linearis fiiggetlenség fogalmat. Adjon példat az egyvaltozds polinomok vektorterében négy
vektorbdl 4ll6 linearisan fiiggetlen rendszerre.

Megoldas. A vq,...,vp € V vektorok linearisan fiiggetlenek, ha ayvy + agve + -+ - + agvp = 0 csak oy =

Qg = --- = aj = 0 médon teljesiil. Példa: 1,z,z2, 3.

Megoldas. Ha Ly : Vi3 — V5 és Lo : Vo — V3 linearis leképezések, By, Bs, Bs a Vi, Va, V3 vektorterek
egy-egy bazisa, L1 matrixa a By, By bazisokra nézve M; és Lo matrixa a Bs, B3 bazisokra nézve Ms, akkor
az Lo o Ly linearis leképezés matrixa a By, B3 bazisokra nézve My M, .

Feladatok (3 x 5p)

1. Allapitsa meg, hogy a megadott egyenletrendszernek hany megolddsa van az u, v valés paraméterek fiigg-
vényében.
T, +3xs + 223 =1
1+ 5x9 + 33 = —1
—2x1 — 229 + uxrs = —6
2x1 +4x0 +3x3 =

Megoldas. Végezziink Gauss-elimindciot a kibovitett métrixon:

1 3 2|17 2= [1 3 2 1 1 3 2 1
1 5 31293200 2 1 o | BA2 00 2 1 —9
—2 -2 wul|-6| T |0 4 4+u| -4 ~ lo 0 24w 0
2 4 3| w 0 -2 -1 |-2+4v 00 0 |—4+v

A paraméterértékektdl fiiggéen az utolsé két sor kozott lehet csupa 0, de ezt elhagyva mar 1épcsds alakban
van a matrix, tehat leolvashatjuk az egyiitthatématrix és a kibovitett matrix rangjat.

Az egyutthatématrix rangja 2 ha u = —2, egyébként 3. A kib&vitett matrix rangja 2, ha u = —2 és v = 4,
4, ha u # —3 és v # 4, egyébként 3. Tehat ha v # 4, akkor nincs megoldéas, ha v = 4 és u # —2, akkor
pontosan egy megoldas van, ha viszont v = 4 és u = —2, akkor végtelen sok megoldéas van.

2. Hatarozza meg az

-1 0 0
A=14 3 -2
4 4 -3

matrix sajatértékeit és sajatvektorait.
Megoldas. A — A\ determindnsat az els6 sor szerinti kifejtéssel érdemes kiszamitani:
—-1-A 0 0

det(A—A)=| 4 3-X -2 [=(-1-2))
4 4 —3-2A

=(=1=XN(B=XN(=3-XN)=(=2)-4) = (=1 =XN(=9+ X +8) = —A+1)?(A—1),

3—-A —2
4 -3-A

tehdt a sajatértékek A = 1 (egyszeres) és A = —1 (kétszeres).
A X\ =1 sajatértékhez tartozd sajatvektorok

4 2| 2R o 2 -2
4 —4 0 4 —4

[\)

-2 0 0 sa42s1 | —2 0 0 33'.—\/282 -2 0 0 %,32 1 0 0
0o 2 -2

e

alapjan [O t t}T, t#£0.

A )\ = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok
0 0 O
4 4 =2| ~ [2 2 —1]
4 4 -2

alapjan [—s + %t s t]T, ahol ts # 0.



3. Hatdrozza meg az e3*y’ = y? + 2y + 1 differencidlegyenlet altaldnos megoldasat. Oldja meg az egyenletet
y(0) = 2 és y(—5) = —1 kezdeti feltételek mellett is.

Megoldds. Az egyenlet szétvilaszthato, dtrendezve
/
Y — 6739:’
(y+1)?
ennek mindkét oldalat integraljuk:
/7y’ dac:/(y—|—1)72dy:—(y—|—1)71 2—1673054-0,
(y+1) 3

amibdl az altaldnos megoldés

1

— — L.
ze 34+ O

y(r) =

Az y(0) = 2 kezdeti feltétel akkor teljesiil, ha
1

2=3—--1,
5+C
azaz C = 0, tehat a megoldds y(r) = 3e3* — 1.
Az y(—5) = —1 kezdeti feltételt nem lehet az dltaldnos megolddsb6l C' megvalasztdsdval teljesiteni. Ennek
az az oka, hogy az dtrendezéskor elosztottuk az egyenletet az (y + 1)? tényezével, ami y = —1 esetén 0. Az

eredeti egyenlet jobb oldala 0, ha y = —1, tehat az y(z) = —1 konstans fiiggvény oldja meg y(—5) = —1
kezdeti feltételek mellett.



