Matematika A2c masodik ZH — 2017. november 22.
Elmélet (2p + 3p)

1.

c sz

Megoldds. Az f,g:[0,00) — R fiiggvények konvoluciéja az (f=g)( fo g(t — s) ds képlettel definidlt
fliggvény.

. Mondja ki a tobbvaltozos fiiggvényekre vonatkozé lancszabélyt.

Megoldds. Ha f : R® — R™ differencidlhaté az xo € R™ pontban és g : R™ — R! differencidlhaté az f(xo)
pontban, akkor g o f is differencidlhaté az xo pontban, és Dy (g0 f) = (Df(x0)9)(Dx, f)-

Feladatok (3 x 5p)

1.

Oldja meg az y" + 5y’ + 6y = e~2* differencialegyenletet y(0) = 1, y'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett. (A
feladat megoldhat6 Laplace-transzforméaciéval is, de mds médszert is vdlaszhat. Az f(x) = 2"e*® fiiggvény
n!

Goapt?

Laplace-transzformaltja

Megoldds. Az egyenlet inhomogén lineéris, el8szor az y” + 5y’ + 6y = 0 homogén egyenletet oldjuk meg.
A karakterisztikus polinom A2 + 5\ + 6 = (A + 2)(\ + 3), tehdt a homogén egyenlet altaldnos megoldésa
Ae 2% 4+ Be 3%,

Kiils6 rezonancia van, —2 a karakterisztikus polinomnak egyszeres gyoke, tehat az inhomogén egyenlet
megoldasét y(z) = Cwe™ 2 alakban keressiik. Ennek derivéltjai

Y (z) = Ce " — 2Cxe™ "
y'(x) = —4Ce 2" 4 4Cze 2",
Az egyenletbe helyettesités utdn
Ce 2% — =20
adédik, ez akkor teljesiil minden x értékre, ha C' = 1. Az &ltaldnos megoldas és derivaltja
y(z) = e 2 + Ae™** 4+ Be 3
Y (r) = e 2 4 xe ?® —24e7*" —3Be 37,
a kezdeti feltétel alapjan
1=y(0)=A+B
0=19(0)=1-24-3B,
tehat A =2 és B = —1, a keresett megoldas y(x) = ve™ 2% + 2e72¢ — 737,

Megoldas Laplace-transzformaciéval: legyen Ly = Y a keresett megoldas Laplace-transzforméltja, ekkor
(Ly')(2) = 2Y (2) — 1 és (Ly")(z) = 22Y (2) — z. Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-transzformaljuk:
1
2
Y(z)— 52Y(z) =54+ 6Y(2) = —,
2°Y(2) — z+52Y (2) +6Y(2) P

amib6l

_Z+5+Z+2_ 224+ T7z+11 A n B . C
T 516 (z4+2)2(2+3) (2+2)2  2z+2 2+3
A parcidlis tortek egytitthatéit meg kell hatarozni:
24 T24+11=A(z+3)+B(z+2)(2 +3) + C(z +2)?

= (B+C)z* + (A+5B+40)z + (3A+ 6B + 4C)

alapjan
1=B+C
7T=A+5B+4C
11=3A+4+6B+4C.

Az egyenletrendszer megoldasa A =1, B =2, C' = —1, tehat

1 1 1
Y(z) = — .
(2) (z—|—2)2+ z4+2 z+3

A megoldas ennek az inverz Laplace-transzformaltja, azaz y(z) = ze™2% 4 2e72% — =32,



2. Adja meg c értékét gy, hogy az

TYsSine - ha (z,y #0
fu«,y):{w (@.9)

c egyébként

fliggvény minden pontban folytonos legyen.

Megoldds. f két folytonos fiiggvény hdnyadosa, az R? \ {(0,0)} halmazon a nevezd nem 0, tehat itt folyto-
nos. Ahhoz, hogy az origdban is folytonos legyen, ¢ értékét a fiiggvény (0,0) pontbeli hatarértékének kell

. ’ . ’ ’ . .. ’ . .. . ” 7’ . 2 2 z

valasztani. A szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség szerint |zy| < %, tehat (x,y) # (0,0)
esetén
rysinx
.1'2 + y2

2xy
1‘2 + y2

1
2

A kapott felsd korlat folytonos, tehét a (0,0) pontban a hatarérték a helyettesitési értékkel egyenld, azaz 0.
Ebbdl kovetkezik, hogy

. Ty sin x
lim — =0,
(@)= (0,0) 27 +y?

hiszen a fiiggvény —Lsinal 4 I“—;I‘ kozott van. Tehat ¢ = 0 értéket kell valasztani.
3. Hatdrozza meg az f(z,y) = 2 + 2y — = + y? — 2y fiiggvény lokalis szélséértékeit.

Megoldas. A figgvény differencidlhato, tehat lokélis szélsGérték a gradiens zérushelyeinél fordulhat el6. A
komponensek:

fi(@y) =32 +y—1
fol@,y) =2+ 2y —2.

Az f,(x,y) = 0 egyenletbdl y = 1 — §, ezt a mdsik komponensre vonatkozé egyenletbe irjuk:

0:3z2+1f§f1: 2(6z — 1),

N |

a zérushelyek tehat (0,1) és (3, 13).
A Hesse-matrix

1 1"

wen= (700 Bl =[]

A (0,0) pontban a determindns 0 -2 — 12 = —1 < 0, tehat itt nyeregpont van. Az (%, %) pontban a
determindns 1 -2 — 12 = 1 > 0, tehat itt lokélis szélséérték van, a f64tlé elemei pozitivak, tehat lokdlis

minimumbely, az értéke f(3,13) = — 2.



