A zarthelyiken és a vizsgdkon el6fordulé elméleti kérdésekhez az itt felsorolt fogalmak
definici6jat illetve tételeket kell tudni kimondani. Az els§ ZH (PZH, PPZH) anyaga az 1.
és 2. szakasz, a masodik ZH (PZH, PPZH) anyaga a 3. és 4. szakasz, a vizsgdk anyaga az
Osszes szakasz. Figyelem: Az itt kimondott definicidk és tételek tdjékoztatd jellegiiek, és a
felkésziilés segitését szolgaljak. Természetesen torekedtem a pontossigra, de el6fordulhatnak
hibdk, amib6l nem kovetkezik, hogy a dolgozatokban ugyanezeket a hibdkat (vagy masféléket)
el szabad kévetni. (Frissitve: 2017. november 27.)

1. Linearis algebra
Definiciék
e test

Definicié. Egy K halmaz a +: K x K — K és - : K x K — K miiveletekkel test, ha az
alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:
1. + asszociativ és kommutativ
létezik 0 € K, amire Va € K : a + 0 = a (nullelem)
minden a € K elemhez létezik —a € K, amire a + (—a) = 0 (additiv inverz)
- asszociativ és kommutativ
létezik 1 € K, amire Va € K : a- 1 = a (egységelem)
minden a € K \ {0} elemhez létezik a=! € K, amire a-a~! = 1 (multiplikativ inverz)
0#1

minden a,b,c € K elemre (a+b)-c=a-c+b-c

O NSO W

o vektortér

Definicié. Legyen K test. AV halmaza + :V xV — V és-: K xV — V miiveletekkel
K feletti vektortér, ha az alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:

1. + asszociativ és kommutativ

2. létezik 0 € V, amire Yo € V : v+ 0 = v (nullelem)

3. minden v € V elemhez létezik —v € V', amire v + (—v) = 0 (additiv inverz)

4. haa,f e K ésv eV, akkor (a-f)-v=a- (S v)

5. haveV,akkor 1-v=w

6. haa,f € K ésveV,akkor (a+8)-v=a-v+5-v

7. haae Késv,weV,akkora-(v+w)=a-v+a-w

e altér

Definicié. A V K feletti vektortérnek a W C V részhalmaz altere, ha v, w € W esetén
v+weWésae K, veWesetén a-v e W.

e linearis kombinacid

Definicié. A vq,vs, ..., v, vektorok aq, as, ..., a egylitthatékkal vett linearis kombiné-
cidja a1v1 + agvg + - - - 4+ Qg V.

e generalt altér

Definicié. A V vektortér S C V részhalmaza altal generalt ér az S-beli vektorok Gsszes
linearis kombindciéinak halmaza.

e generatorrendszer

Definicié. A V vektortér S részhalmaza generdtorrendszer, ha az altala generalt altér
V.

e linedris fliggetlenség



Definicié. A vy,vs,...,v; € V vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha ajv; + agvs +
coeapugp = 0 csak ap = ag = - = a = 0 esetén teljesiilhet.

bazis

Definicié. A V vektortér B részhalmaza béazis, ha linedrisan fiiggetlen generdtorrendszer.
dimenzi6

Definicié. Ha B a V vektortér egy tetszbleges bazisa, akkor |B| a V' dimenzidja.

m X n matrix

Definicié. Egy m sorbdl és n oszlopbdl allé szamtablazatot m X n méretli matrixnak
nevezzik.

féatlo

Definicié. Egy matrix f6atloja azon elemekbol all, amelyek sor- és oszlopindexe mege-
gyezik.

transzponalt

Definicié. Egy m x n méretli matrix transzpondltja az az n x m méretli matrix, aminek
1. soraban a j. elem megegyezik az eredeti matrix j. soranak i. elemével.

matrixszorzas

Definicio. Az

a1,1 a1 QAin b1,1 bl,l T bl,l

a21 a2 - A2n , 52,1 52,2 T 52,1
A= . . ] . és B =

am,1 am2 Qm,n bn,l bn,2 T bn,l

matrixok szorzata

C1,1 i1 - C1
€21 C22 -+ C2g
A-B=
Cm,1 Cm,2 " Cm,l
n
ahol ¢; j =3 1 @ikb,;-
egységmatrix

Definicié. Az egységmatrixok olyan négyzetes matrixok, amelyeknek a f6atléjaban csu-
pa 1, azon kiviil csupa 0 elemek allnak.

diagondlis matrix
Definici6é. Diagonalis matrixnak nevezziik az olyan négyzetes matrixokat, amelynek a
féatloéjan kiviil minden eleme 0.

determinans

Definicié. Determinansnak nevezziik azt a négyezes matrixokon értelmezett egyértelmi
fliggvényt, amelyre az alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:

1. minden oszlopban lineéris

2. két oszlop felcserélésekor elGjelet valt

3. az egységmatrixokon az 1 értéket veszi fel.



e aldetermindns (minor)
Definicié. Egy métrix aldetermindnsai a négyzetes részméatrixainak determinansai.
e permutacié eldjele

Definicié. Egy permutacié eldjele 1, ha felirhaté paros sok transzpozicié kompozicié-
jaként, egyébként —1.

e inverz matrix

Definicié. Az A matrix inverze A~!, ha A=t A és AA~! is az egységmatrixszal egyenld.
e oszloprang (rang)

Definicié. Egy matrix oszloprangja az oszlopvektorai altal generalt altér dimenzidja.
e eclemi sormiivelet

Definicié. A maétrixokon értelmezett elemi sormiiveletek a kovetkezdk:
1. egy sor megszorzasa 0-t6l kiilonb6z6 szammal
2. két sor felcserélése
3. egy sorhoz egy masik tobbszorosének hozzaadasa.

e linedris egyenletrendszer
Definicié. Lineéris egyenletrendszernek nevezziik az

1,171 + a1,2T2 + - + a1 p Ty = by

a2,1T1 + a22%2 + -+ + a2 Ty, = bo

Am, 121 + Am,2T2 +-- AmnTn = bm
alaku egyenletrendszereket, ahol a1 1,...,ammn, b1, .., by adott szdmok.
e homogén/inhomogén linedris egyenletrendszer

Definicio. Az

a1,121 +a12%2 + -+ a1y = b1

2,171 + G2.2T2 + -+ + A2 nTn, = bo

Am, 121 + Um, 202 + -+ Am nTn = bm
linearis egyenletrendszer homogén, ha by = by = - -+ = b, = 0, egyébként inhomogén.
e egyiitthatéomatrix, kibovitett matrix

Definicido. Az

1,171 + a12T2 + -+ a1 Ty = by

a2,1T1 + G2.2T2 + -+ + a2 nTy, = bo

Am, 121 + Am,2T2 +--+ Am,nTn = bm
lineéris egyenletrendszer egyiitthatématrixa illetve kib&vitett matrixa

ail ot Qg a1 - Qi b
illetve

Am,1 T Am,n m,1 e Am,n bm



lépcsos alak

Gauss-eliminacio

lineéris leképezés

linearis transzformécié determinénsa

linearis transzformacié sajatértéke, sajatvektora

Definicié. Legyen V vektortér a K test felett. Az L : V' — V linedris transzformaciénak
a v € V vektor sajatvektora A € K sajatértékkel, ha v # 0 és L(v) = Av.

négyzetes matrix sajatértéke, sajatvektora

Tételek

linearisan fiiggetlen vektorok linearis kombinacidjaként vald eléallitdasrol szold tétel
bazisok elemszamarol szo6lo tétel

determindns permutacidkkal valé felirasardl szold tétel

kifejtési tétel

szorzat determindnsarol szolé tétel

inverz létezésének jellemzésérol szolé tétel

oszloprang jellemzésérol szolo tétel

Kronecker—Capelli-tétel

vektor linearis leképezés altali képének koordinatairdl szoléd tétel

c sz

szimmetrikus matrix sajarvektorairdl szo6l6 tétel

2. Differencidlegyenletek (eleje)
Definiciék
o kezdetiérték-feladat
e lokalis integralgérbe
e iranymez6
e izoklina
e szétvalaszthatd differencidlegyenlet
Tételek
o Picard-Lindelof-tétel
Tétel. Tegyiik fel, hogy D C R2, az f : D — R fiiggvény folytonos és mdsodik vdl-
tozdjdban Lipschitz-folytonos. Ekkor azy’ = f(x,y) differencidlegyenletnek minden (zo,yo) €
D belsd pont esetén létezik és egyértelmi az y(xo) = yo kezdeti feltételt kielégitd megolddsa.
3. Differencidlegyenletek (maradék)
Definiciék
e linedris differencidlegyenlet
Definicié. Lineéris differencidlegyenletnek nevezziik az a, (2)y™ +a, 1 (z)y™ D 4-- -+
a1(x)y’ + ao(x)y = b(x) alakl egyenleteket, ahol ag, .. ., an, b adott fiiggvények.
e allandd egytutthatds linedris differencidlegyenlet karakterisztikus polinomja



Definicié. Az an,y™ + an_1y™ Y + - 4+ a1y + agy = 0 differencidlegyenlet karakter-
isztikus polinomja az ap A" + ap_1 A" "t 4 -+ - + a1 A + ag polinom.

e Laplace-transzformécio
Definicié. Egy f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzforméltja az Lf : D — C
fiiggvény, amire Lf(z) = h f(x)e **dx, D C C azon komplex szdmokbdl &ll, amire
ez az integral létezik.

e konvolucid

Definicié. Az f,g: [0,00) — R fliggvények konvolicidja az (fxg)(t) = fot f(s)g(t—s)ds
modon definialt fliggvény.

e impulzusvalasz-fiiggvény

Definicié. Az any ™ +a,_1y" D+ 4a1y +aoy = 0 differencidlegyenlet impulzusvélasz-
fiiggvénye az az yo(x) fliggvény, amelynek Laplace-transzforméltja
1

L = .
bo(2) 2" + ap_12" 14 -+ a1z +ag

Tételek
e Homogén linedris differencialegyenlet megolddshalmazarol szolé tétel

Tétel. n-edrendd homogén linedris differencidlegyenlet lokdlis megolddsat n dimenzids
vektorteret alkotnak.

e Inhomogén linearis differencialegyenlet megolddshalmazarol sz6l6 tétel

Tétel. Egy inhomogén linedris differencidlegyenlet dltalinos megolddsa elédll egy tet-
szoleges megoldds és a hozzd tartozé homogén egyenlet dltaldnos megolddsdnak 6sszegeként.

e Laplace-transzformacié 1étezésére vonatkozo elégséges feltétel

Tétel. Ha f(x):[0,00) = R lokdlisan Riemann-integrdlhatd és léteznek olyan Cy K € R
konstansok, amire |f(z)] < Ke®® € [0,00) minden x esetén teljesiil, akkor Rez > C
esetén létezik Lf(z).

e Laplace-transzformacié f6 tulajdonsdgai

Tétel.

1. L linedris
ft—c) hat>c
0 ha t < c,
3. Ha g(t) = e* f(t), akkor Lg(z) = Lf(z — ).
4. Ha f folytonosan differencidlhaté a [0,00) intervallumon, akkor Lf'(z) = zLf(z) —

£(0).

5. H(a )g(t) =tf(t), akkor Lg(z) = —LLf(2).

2. Ha g(t) = akkor Lg(z) = e L f(z).

4. Tobbvaltozoés fiiggvények
Definicidok
e pontsorozat konvergenciaja

Definicié. Az a: N — R"™ sorozat konvergens és a hatarértéke A € R™, ha Ve > 0dng €
NVn > ng : |a, — A] <e.



tobbvaltozés fliggvény hatarértéke

Definicié. Az f: R™ — R fiiggvény hatarértéke az ¥y pontban A € R, ha Ve > 03§ >
WZeR": 0< | -2y <d = |f(Z)—A|<e

tobbvaltozos fiiggvény folytonossiga

Definicié. Az f: R™ — R fliggvény folytonos az Zy pontban, ha Ve > 039 > 0VZ € R™ :
|7 —To| <6 = [f(&) - f(do)| < e

parcidlis derivalt

Definicié. Az f: R™ — R flggvény i. valtozd szerinti parcidlis derivéltja az ¥y pontban
at— f(Zy+te;) egyvaltozds fiiggvény 0 pontbeli deriviltja, ahol €; az i. standard
bézisvektor.

tobbvaltozos fiiggvény differencidlhatosiga

Definicié. Az f: R™ — R™ fiiggvény differencialhatd az Zy pontban és derivaltja ott a
Dz, f € R™*™ métrix, ha

lim (&) = f(Zo) — Dz, f - (T — To)

F—Zo |Z — Zo|

=0.

gradiens
Definicié. Egy f: R™ — R gradiense a
grad f(z1,...,2n) = (fo, (@1, .. Tn), fr, (@1, n), oo fo (21,000, 20))
fliggvény.
iranymenti derivalt

Definicié. Az f : R® — R fiiggvény ¢ irdnyd irdnymenti derivaltja az Zy pontban
7

at — f(Zo+ t€) egyvaltozés fiiggvény 0 pontbeli derivaltja, ahol € = & a ¥ vektor
irdnyaba mutaté egységvektor.

Jacobi-méatrix

Definicié. Jelolje az f : R® — R™ leképezés komponensfiiggvényeit fi,..., fmn, azaz
flrr, .o oyxn) = (filxe, .. szn)y ooy fm(@1, ..., 20)). Ekkor f Jacobi-médtrixa a

oK  OfH ... Of1

oz Oxo Oy

Of2 921 ., Of

Oxq Oxo Oy,

Ofn Ofm ... Ofm

oxq Oxo Oy,
matrix.

t6bbvaltozés Taylor-polinom (csak masodrendii)

Definicié. Egy f : R" — R kétszer differencidlhaté fiiggvény ¥y kdzéppontt masodrendi
Taylor-polinomja T'(%) = f(%) + (grad f)(Zo) - (F — o) + 5(Z — Zo)" - H - (#)(T — Zo),
ahol

i 8%f d%f
xj 9612962 33123%
o°f o f o f
H _ xroI1 12 T2Xp
8% f 8% f 8% f
TpTi  TpT2 2

a Hesse-matrix.
lokélis szélsGérték

Definicié. Az f : R" — R fliggvénynek az &y pontban lokélis maximuma (minimuma)
van, ha létezik olyan ¢ > 0, amire | — Zy| < § esetén f(Z) < f(Zo) (f(Z) > f(Zo)).



Tételek

Bolzano—Weierstrass-tétel pontsorozatokra
Tétel. Minden a : N — R"™ korldtos pontsorozatbdl kivdlaszthaté konvergens részsorozat.
Lancszabaly tobbvaltozés fliggvényekre
Tétel. Ha f: R" — R™ differencidlhaté az Ty pontban és g : R™ — R! differencidlhato
az f(Zy) pontban, akkor go f is differencidlhatd az &y pontban és
Dzy(g° f) = (Dy@o)9) - (Do f)-

Young-tétel
Tétel. Ha az f : R2 — R figguény mdsodik parcidlis derivdltiai folytonosak, akkor

(@) = fin(@,y).
Sziikséges feltétel differencidlhatéd fiiggvény lokalis szélséértékének 1étezésére
Tétel. Ha az f : R™ — R fligguény differencidlhaté és az Xy pontban lokdlis szélsdértéke
van, akkor grad f(Zo) = 0.
Elégséges feltétel kétszer differencialhato fiiggvény lokélis széls6értékének 1étezésére
Tétel. Ha az f : R" — R fliggvény kétszer differencidlhatd, grad f(Zy) = 0 és a H(Zy)

Hesse-mdtrixz pozitiv definit (negativ definit), akkor a fiigguénynek az Ty pontban lokdlis
minimuma (lokdlis mazimuma) van.

5.

Tobbvaltozos fiiggvények integralasa

Definicidok

kiilsé és belsé Jordan-mérték

Jordan-mérheté halmaz

Jordan-mérhet6 halmaz felosztasa, a felosztds finomséaga
fiiggvény adott felosztashoz tartozé integralkozelité Osszege
tobbvaltozos fiiggvény Riemann-integralja

tobbvéltozds fliggvény alsé és felsd (Darboux-)integralja

Tételek

6.

elégséges feltétel tobbvaltozos fiiggvény integralhatdsagara
Fubini-tétel téglalapra

Fubini-tétel norméltartomanyra

integraltranszformaciérdl szolé tétel (két dimenziéban)

Fiiggvénysorok

Definicidok

fliggvénsorozat konvergenciahalmaza
egyenletes konvergencia

fliggvénysor

hatvanysor

hatvanysor konvergenciasugara
binomidlis sor

Fourier-sor



Tételek

egyenletes konvergencia és folytonossag kapcsolatardl szélo tétel
limesz és derivalas felcserélésérdl szolo tétel
Weierstrass-kritérium

hatvanysor konvergenciatartomanyarol szélo tétel
Cauchy—Hadamard-tétel

Fourier-sor konvergenciajanak elégséges feltétele
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