Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 6sz

11. feladatsor: Laplace-transzformacié (megoldas)

1. Hatérozzuk meg az f : (0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.
a) f(r) =cos’x

b)
0 ha z < a
flz)=q¢F2 haa<z<b,
1 hax >0

ahol 0 < a < b.

Megoldds. Mindkét fiiggvény korlatos, tehdt Rez > 0 esetén létezik Lf(z), de Rez < 0
esetén nem lesz konvergens az integral.
a) Haszndlhatjuk a linearizalé formulat: f(z) = cos® x = 22 tehdt
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2. Hatérozzuk meg Laplace-transzforméciéval az iy’ +y = 1 differencidlegyenlet y(0) = 3/(0) =

y"(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldasat.

Megoldds. Legyen Y = Ly, ekkor Ly"(z) = 23Y () — 2%y(0) — z/(0) — y"(0) = 23V (2). A
differencidlegyenlet mindkét oldalat Laplace-transzformaljuk, majd Y (z)-re megoldjuk:

DY (2)+Y(2) = i,

Y(2) 1 1 1 1 1 2
Z) = = _ — = —
z2(234+1) z(z+1)(22—z+1) z 3z+1 3(2—%)

)

tehat a megoldas
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3. Laplace-transzformacié alkalmazédsaval oldjuk meg az xy” + 2y’ + zy = 0 differencidlegyen-
letet.

Megoldds. Legyen Y = Ly és y(0) = o, ¥'(0) = y, (paraméterek, mert az altaldnos
megoldast keressiik). Ekkor

L(zy)(z) = =Y'(2)
Ly'(z) = 2Y (2) — wo

" d / !/
Llxy")(z) = = (Y (2) = 290 —y) = =22V (2) = 2°Y"(2) + g0
Behelyettesitve
0=—22Y(2) — 22Y"(2) + 5o + 2(2Y (2) — yo) — Y'(2)
= — (22 + DY'(2) — o,

ami egy elsérendii linearis differencidlegyenlet Y (z)-re. Elég azonban —Y’(z)-t kifejezni,
mivel ez xy(x) Laplace-transzforméltja.

Yo
—V'(2) =
(2) 1+ 22

alapjan zy(z) = yo sin z, tehat

sin x

y(z) = yo

Ez nem az altalanos megoldéds, mert csak egy paraméter van benne. A masik megoldast
c(x) 222 alakban keresve a

2 (z) cosx + " (x)sinz = 0
egyenletet kapjuk, amibol

() o COST
d(x) sin x

C
/ —_—
¢(z) = sin? x
c(x) = —C’C,Osx,
sin x

tehat az altalanos megoldas

y(z) = Asinx n Bcosx‘
x x

4. Két nyugalomban 1év6 testet kezdetben nyujtatlan rugd kot ossze. Az egyiket a to =
0 pillanatban a rugéval parhuzamos alland6 erdvel gyorsitani kezdjik. Ha yq,ys jelo-
li az egyes testek kezdeti helytdl szamitott elmozdulasat, akkor a mozgast meghatarozo
differencialegyenlet-rendszer

ylllzyQ_y1+f
Yy = Y1 — Yo

Hogyan mozognak a ty = 0 pillanat utan?



Megoldas. Legyen Y1 = Ly és Yo = Lys. A kezdeti feltétel y1(0) = y1(0) = y2(0) = y5(0) =
0, emiatt (Ly))(2) = 22Y1(2) és (Lyh)(2) = 2*Ya(2). Laplace-transzformaljuk az egyenletek
mindkét oldalat:
2Yi(z) = Ya(z) — Yi(2) +
2Yy(2) = Yi(2) = Ya(2).

Q[

Ez egy linedris egyenletrendszer Y7(z)-re és Y3(2)-re, a megoldas parcidlis tortekre bontva

_f(1+22)_f 2 1 z
}/1(2)_23(22—1—2)_4(,23 2_22—1—2)

__ S _f2 1, =
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A kezdetiérték-probléma megoldasat inverz Laplace-transzformacioval kapjuk:

f

n(t) = 1 (t2 +1-— cos(\/§t))
ya(t) = i (t2 -1+ cos(\/it)) :

Tovabbi gyakorlé feladatok

5. Hatérozzuk meg az f : (0,00) — R fliggvény Laplace-transzformaltjat.
a) f(z) =272
b) f(z) = sgnsin(rz)
Megoldas.

a) A Laplace-transzforméalt 1étezik, ha z > 0, mivel f integrdlhaté (0, 1]-en és korlatos
[1,00)-en. zo = u? dz = 27“ du helyettesitéssel
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b) f korlatos, tehat létezik Laplace-transzformalt a pozitiv valés részii szamok félsikjan,
de |f(x)| majdnem mindenhol 1, tehat Re z < 0-ra nem létezik.
A figgvény értéke 1 ha 2k <z <2k+1és —1ha2k+1 <z <2k+2(k€Z), tehat
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6. Laplace-transzformacié segitségével hatarozzuk meg az y” — 2y’ +y = z differencidlegyenlet
y(0) =0 ¢/(0) = —1 kezdeti feltételt kielégité megoldasat.



Megoldds. Legyen Y = Ly, ekkor Ly/(z) = 2Y(2) — y(0) = 2Y(2), Ly"(z) = 2?Y(2) —
zy(0) — ' (0) = 22Y(2) + 1. Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-transzformaljuk:

1
Y (2) +1—-22Y(2) +Y(2) = =,
z
amibdl

1
= — 1 1 1
Y(z) = =2 =2 — +2-.
(2) 22 —-224+1 z—1+22+ z

Ez az y(x) = —2¢” + x + 2 Laplace-transzforméltja.

. Laplace-transzformacié segitségével oldjuk meg az 3" + 2y’ + 2y = 0 differencidlegyenletet
y(0) =0, ¥'(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Legyen Y (z) = Ly(z), ekkor

Ly'(z) = 2Y(2) —y(0) = 2Y(2)
és

Ly'(z) = 2Y (2) — zy(0) — /' (0) = 2*Y (2) — 1,
tehat a megoldandé egyenlet

2Y(2) =1+ 22Y(2) +2Y(2) =0,

amibdl

Y(z) = 1 1

24242 (241241

Ez az y(z) = e”*sinz fuggvény Laplace-transzforméltja.

. Laplace-transzformacié alkalmazasaval oldjuk meg az xy” + 2y’ — xzy = 0 differencidlegyen-
letet.

Megoldds. Legyen Ly =Y és y(0) = yo, ' (0) = v}, ekkor

)(2)
(Ly")(2) = 2°Y (2) — 230 — yg
L(zy)(z) = -Y'(2)
L(xy")(2) = —22Y (2) — 2°Y"(2) + yo

Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-transzformaljuk:
—22Y(2) — 2°Y'(2) +yo +2(2Y (2) — yo) — (=Y'(2)) = 0,

amibdl

oo w1 oy 1

“V'(2) = _ LaY
= =5 1 21

ennek inverz Laplace-transzformaltja

Yo Yo _

5 5 = ypsinh x.



Tehat y(z) = y()% megoldas. Ez nem az altalanos megoldas, egy masikat kereshetiink
példaul a Wronski-determinédns segitségével. W' = —%W alapjan W(x) = x% c(x)sinhe

akkor megoldas, ha '

C ) (sinhx) ’

2 T

azaz

C
d(z) = ——5—.
() sinh® 2
Ebbél ¢(z) = Ctanhx + Cy, és igy egy masik linearisan fiiggetlen megoldas % Az
egyenlet altalanos megoldasa

sinh x coshz
=A B )
y() —— +B—

. Laplace-transzformaci6 alkalmazasaval oldjuk meg az

Yy = =3y + 4y
Yo = —UY1 + Y2

~

differencidlegyenlet-rendszert y;(0) = 1, y2(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Legyen Ly; =Y;, ekkor (Ly))(z) = 2Yi(z) — 1 és (Lyh)(2) = 2Ya(z). Laplace-
transzformaljuk az egyenletek mindkét oldalat:
2Y1(z) — 1 = =3Y1(2) + 4Ys(2)
2Ya(2) = —Y1(2) + Ya(2),

ez egy (algebrai) linedris egyenletrendszer Yi(z) és Ys(z) ismeretlenekkel. A megoldas par-
cialis tortekre bontva

1 1
i) = - CESVERE

1
Yz(z):—m,

ezek inverz Laplace-transzforméltja

yi1(x) = =2z + e "

yo(x) = —xe™".



