Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 6sz

9. feladatsor: Allandék varidldsa, megoldas sorfejtéssel
(megoldas)

1. Hatérozzuk meg az y' + 2zy = 2ze*" differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsét.

Megoldas. Az egyenlet elsérendii linearis, el6szor a hozza tartozé homogén egyenletet oldjuk

meg, ami szétvalaszthato:

/

L. —2z.
Y
A két oldal integralasa utan In |y(z)| = —2? + C, vagy atrendezve és e helyett C-t frva

y(z) = Ce ™ adddik.
Az inhomogén egyenlet megoldasat az allandok varidlasinak moédszere szerint y(x)
c(z)e™*" alakban keressiik. Az egyenlet bal oldalaba helyettesitjiik:

Y (z) + 2ay(x) = ' (2)e ™™ — c(x)2ze™ + 2xc(x)e ™
= (x)e ™.

A kapott kifejezésnek a jobb oldallal kell megegyeznie, tehat ¢/(z) = 2z, vagyis c(x)
x —l—C’ ahol C' tetszoleges konstans. Az egyenlet altalanos megoldasa tehét y( ) = z2e
Ce ",

2. Hatarozzuk meg az

;| -1 22 n —Ge 2
y = _62:1: 4 y 0

+

differencialegyenlet-rendszer altalanos megoldasat, ha a hozza tartozé homogén rendszernek

yi(z) = (e%,e37) és yao(x) = (2, €?®) megolddsai.

Megoldads. A két fliggvény linedrisan fliggetlen, tehat a homogén egyenlet dltalanos meg-
olddsa y(z) = Ciyi(z) + Coya(z). Legyen U(z) az a matrix, aminek oszlopai az y;(z)
és yo(x) vektorok, A(x) pedig az y elétt 4ll6 egytitthatomatrix. Az dllanddk varidlasanak
modszere szerint az inhomogén egyenlet megoldasat y(x) = U(z)c(x) alakban keressiik.

U'(z) = A(z)U(x) alapjan a derivalt

y'(x ) U'(z)e(z) + U(z)c(z)
A(@)U (z)e(z) + U(x)c' ()
) ()

A(z)y(x) + U(x)c(z),
tehat y(z) akkor oldja meg az egyenletet, ha

¢ (z) = Ul) ™" l‘Ggﬂ

teljesiil. Szamitsuk ki U(x) inverzét:

1
_ et 2 1 e -2 —e7% Qe
U(ﬂ?) f= [63I 296] = . or o 3z [ 3z x‘| - [ 1 - —2$] )

e er . 621 _ 263:1:



ezzel
¢(z) = —e™" 2e77 | (=67 _ | 6e™"
1 —e % 0 T | —6e72® |
Integraljuk a kapott vektort (komponensenként), majd szorozzuk meg az U(x) matrixszal:
. e’ 2 —26731%—01 o e 4
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Az inhomogén egyenlet altaldnos megolddsa y(x) = (4e72%,1) + Cry1(z) + Caya(z).

. Hatarozzuk meg az

[ 12 O‘| 12
I | 14z 14z
y = 1 Y‘f‘[ ]
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differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasat.

Megoldds. Elészor a homogén egyenletrendszert oldjuk meg. Irjuk fel az komponensenként:

;1
y1—71+x291

/

=y + ———1s.
Yo =MW1 1_’_$2§U2

Ebben az alakban lathatjuk, hogy az els6 egyenlet nem tartalmazza ys-t, igy abbdl y; elvileg
meghatarozhaté. Ez elsérendi homogén linedris, tehat szétvalaszthato:

/

Y 1

(% T 142

aminek a megolddsa y; (z) = Ce?retane,

Most a mésodik egyenletbe irjuk be a kapott fiiggvényt (pl. C' = 1 valasztassal), ami igy
elsérendit inhomogén linedris lesz. A homogén rész megegyezik az imént megoldott egyen-
lettel, tehdt az inhomogén egyenlet megoldasat ya(x) = c(z)e ™ * alakban kereshetjiik.
Behelyettesitve a kovetkezo egyenlet adodik:

arctan 1
___arctanx

7 — ¢ 2

1+ 1+

(&

C/<x>earctanx+c(x) ( ) arctan x

Y

amib6l (x) = 1, azaz c¢(zr) = x + C. Az eddigiek alapjan felirhatjuk a homogén egyenlet
altalanos megoldasat:

B C earctan:ﬂ C O B earctanm 0 Cl
yh(x) — V1 redretan + C2 earctanz | T | joarctanz  parctan ’ 02 :

U(x)

Az éllandok varidldsanak modszere alapjan az inhomogén egyenlet megoldasa U(z)c(x),
ahol

1 0 1
— —arctanx | 1422
)

e arctan x
—= 1—‘1-1‘2
e~ arctanz __ ze” drctane
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amibdl ¢ integralassal meghatarozhaté. Ezt kell megszorozni az U(x) métrixszal:

6arctan x 0 —e~ arctan x o 1
U(.Q?)C(ilf) = [ arctan x arctanz] ’ [ arctanx] = [O ] .

xre € xre

Az inhomogén egyenletrendszer altalanos megoldasa tehat
—1 earctanx 0
Y<x> = 0 + G4 redretan + (s earctan

. Hatérozzuk meg az zy” — (z + 1)y’ +y = 2%e® differencidlegyenlet dltaldnos megolddsét, ha
tudjuk, hogy y;(z) = e* és ya(x) = x + 1 megoldja a hozza tartozé homogén egyenletet.

Megoldds. Az egyenlet méasodrendi linedris, az'y = (y,y’) valtoz6 bevezetésével dtalakithat-
juk elsorendii egyenletrendszerré, és alkalmazhatjuk az allandok varialasanak modszerét:

;10 1 0
Y =1 et | YT ||

T T

e” és x + 1 linedrisan fliggetlenek, tehat a homogén egyenletrendszer altalanos megoldasat
e z+1||Cy
e’ 1 CQ
—_——
U(z)
alakban irhatjuk fel. Az allanddk varidlasanak moédszere alapjan az inhomogén egyenlet
megoldasa y(x) = c1(x)e” + co(z)(x + 1), ahol
e"ci(z) + (z + 1)cy(x) =0
x

e“cy(x) + &(x)

€,

amibdl ¢ (z) = 14z és dy(x) = —e”.

co(x) = Cy — €®. Tehat

Integralassal kapjuk, hogy ¢i(x) = C +x + % és

2
y(@) = (Cr+ 3+ )" + (7 +1)(Co — ).

. Oldjuk meg sorfejtéssel az y' = x +y differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. A megoldast

y() =3 apa®
k=0

alakban keressiik, ennek derivaltja

o

y'(x) = kapa® ' =" (k + Dagi2".
k=1 k=0

Behelyettesitve az egyenlet

o0

Z(k + a2t = Z aprt + x

k=0 k=0



alaki lesz, amibol az egytlitthatok Osszehasonlitasaval

ak+1:{%1 pa k7l
IT ha k=1

adodik. A kezdeti feltétel 0 = y(0) = ao, tehat

{0 ha k <1
ap = 1

w1 egyébként
A sor minden z-re abszolut konvergens, Osszegfiiggvénye y(z) = €* — 1 — x, ami valoban

megoldas.

Tovabbi gyakorlé feladatok

6. Hatdrozzuk meg az y' — (tan x + ctg z)y = —4sin” x differencidlegyenlet altaldnos megolda-
sat.
Megoldds. Az egyenlet elsorendii linearis inhomogén, el0szor a homogén egyenletet oldjuk
meg. Ez szétvalaszthato:

/

v =tanx + ctgx.

Y

Integraljuk mindkét oldalt, ebbol a homogén egyenlet dltalanos megoldéasa

In |yn(x)| = / (smx + Césx) de = —Incosz +1Insinz + C =Intanz + C,
cosx  sinz

vagyis yn(x) = Ctan .
Az inhomogén egyenlet megoldhaté az allanddék varidlasaval. y(z) = c(x)yy(z), ahol

—4sin®x
d(r) = —— = —4sinx cosz = —2sin 2z.
tanx

Ennek az integrédlja c(x) = cos 2x+ C, tehdt az eredeti egyenlet dltaldnos megoldasa y(x) =
cos2xtanz + C'tanx.

7. Oldjuk meg az zy’ —y = 2® + 1 differencidlegyenletet y(2) = 5 kezdeti feltétel mellett.

Megoldads. Az egyenlet elsérendi linearis inhomogén, a hozza tartozé homogén egyenlet

szétvalaszthatd:
y 1
y oz

integralas utan az y,(r) = Cx altaldnos megoldast kapjuk.
Az inhomogén egyenlet megoldasat az allandok varidlasdnak médszerével keressiik. y(z) =
c(z)z, a kezdeti feltételbdl ¢(2) = 2, az egyenletbé] pedig ¢/ (z) = £4L, tehét

DY) x2

A kezdetiérték-probléma megoldésa y(z) = —1 + x + %3

8. Hatérozzuk meg az 3y’ + y = e~* differencidlegyenlet altalanos megoldasat.
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Megoldds. Az egyenlet elsérendii linearis inhomogén, a hozza tartozé homogén egyenlet
y' + vy = 0, ennek megoldésa

In |y(x)| = /(—1)dx =—z+C,

azaz yp(r) = Ce™*. Az allandok varidldsanak moédszere alapjan az inhomogén egyenlet
megoldasa y(x) = c¢(x)e™*, ahol

tehat c(x) = x + C. Az altalanos megoldas y(z) = ze™* 4+ Ce™".

Oldjuk meg az y' + ycosx = sinzcosz differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel
mellett.

Megoldads. Az egyenlet elsorendii linearis inhomogén, a homogén egyenlet atrendezve

/

vy _
= = —cosz.

Y
Ebbél a homogén egyenlet altaldnos megolddsa Ce™ s, Az inhomogén egyenlet megoldédsa
y(x) = c(x)e ™% alakba irhaté, ahol ¢(0) =1 és

sin x cos x
C/<I> = e~ sinz ’

tehat (¢ = sinz helyettesitéssel, majd parcidlds integréldssal)
clx) =1+ / eS¢ sin € cos € dé
0

:1+/ tel dt
0

=14 [ue® — " =m?

sinx

=24+ e"%sine —e

A kezdetiérték-probléma megolddsa tehéat y(z) = —1 + 2e~ 5" + sin z.
Hatarozzuk meg az
;v 1= x? n T
Y=l - |YT 1
differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasat, ha a hozza tartozé homogén rendszernek
yi(z) = (1 + 22, 2) és yo(z) = (z,1) megolddsai.
Megoldas. A megadott fiiggvények linearisan fiiggetlenek, legyen
1+22
x 1

Uz) = l

a beldliik képzett matrix. Az allanddk varialasanak médszere szerint az altalanos megoldas
y(z) = U(x)c(z), ahol a c(x) fuggvényre

|1 —z | |z| _ |0

o |—r 1+2?| (1] |1

c/(z) = U(x)™" m
teljestil. Ennek primitiv fuggvénye c(z) = (C1, z + Cy), tehat az dltalanos megoldas

Sl R e R MR
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12.

Oldjuk meg az

T 0 1 .
/o 1+x2 14z
1+a22  1+a? T+a2

differencidlegyenlet-rendszert y(0) = (0, 1) kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlethez tartoz6 homogén egyenlet komponensenként felirva

ot
- 1+x2y1

i Xz
Yo = myl + 1 +x2y2)

az els6 egyenletben nincsen ys, tehat abbol y; meghatarozhato:

yi T
yi 1+a?

mindkét oldaldt integrélva In|y;(z)| = $1n(1 + 2?) + C, azaz yi(z) = CV1+2% C =1
valasztassal irjuk be a masodik egyenletbe, ekkor az

! =1+ x
y2_ 1+x2y2

inhomogén egyenlethez jutunk, a hozza tartozé homogén egyenlet megegyezik az el6zo-
vel, tehat megoldasa C'v/'1 + 22. Az inhomogén egyenlet megoldasat ya(x) = ¢(x)v/1 + 22
alakban frjuk fel, ahol

X

d(r) = 7/@7

tehat c(z) = V1 + 22+ C és igy ya(x) = 1+ 22 + CV/1 + 22. Az eddigiek alapjan felirhat6
a homogén egyenletrendszer altaldnos megoldasa:

el e 2]

Az inhomogén egyenletet az dllandék varidlaséval oldjuk meg: y(z) = U(z)c(x), ahol

1 1 0 1 1
c’(m) _ U(x)fl . [ 1+x22 ] _ l‘/1+x2 ) ] . l 1+x22 ‘| _ [(1+$2)3/2‘|
e -1 A=l A -1

yn(z) = Cy [

Az els6 komponens integralasahoz x = sinh ¢, do = cosh t dt helyettesitést alkalmazunk:

1 1 1 x
/(1+$2)3/2 dz = /cosh3tCOShtdt: /COSthdt:tanht: Wisws + .

A maésodik komponens primitiv figgvénye —x + C5. Az inhomogén egyenlet altalanos
megoldésat az U(z) matrixszal szorzéds adja:

R R M E A ]

a kezdeti feltételbdl Cp =0 és Cy = 1.

Hatarozzuk meg az y" —y = % — 2z In z differencidlegyenlet altaldnos megoldasat (x > 0),
ha tudjuk, hogy y;1(z) = €* és ya2(x) = e~® megoldja a hozza tartozé homogén egyenletet.

6
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Megoldas. Az egyenlet méasodrendi linearis, amit elsérendii rendszerré alakithatunk y =
(y,y') bevezetésével:

, o1 0
y_ll 0]y4_[i—2mlnx1'

a megadott megoldasokbdl allé métrix (nem szinguléris), ekkor U(z)C a homogén rend-
szer altalanos megoldasa. Alkalmazzuk az allandék varidldasanak modszerét, az inhomogén
egyenlet megoldédsa y(x) = ¢;(x)e” + co(x)e™", ahol

e’y (z) + e dy(x) =0

2
e (x) — e dy(x) = - 2z Inx.

Ebbél
/ eix —xT
= — 1
i (x) — —¢ ‘rlz
e’ .
cy(x) = - +ezlnw.

A primitiv fiiggvény mindkét esetben a masodik tag parcidlis integralasaval kaphatd meg,
példaul.

ci(z) = / (e;ﬂ —e “xln :L‘) dx
:e_x(1+x)lnx+/<e_$

=e¢(14+z)lnz+ /(—e‘x) dr=e*(1+x)lnx+e "+ Cf,

1
—e%(1 -
- e ( +x)$> dx

hasonléan

ca(x) =e"(z —1)Inz — e + Cs.

xT

Az egyenlet dltalanos megoldasa tehat y(z) = 2z Inz + Cre® + Coe™".
Oldjuk meg az xy” + 2y" = % differencidlegyenletet y(1) = 1, 3/(1) = 3”(1) = 0 kezdeti
feltétellel.
Megoldds. A homogén egyenlet 3y’ = u-ra nézve elsérendli: xu' + 2u = 0, ami szétvalaszt-
hato:

u/

alapjan u(x) = % Ezt kétszer integralva kapjuk a harmadrendii homogén egyenlet altala-
nos megoldasat: y,(x) = —CyInz + Cox + Cs.

Az eredeti egyenletet atirhatjuk elsérendii egyenletrendszerré az y = (y,v', y”) vektorértékii
figgvény bevezetésével. A kapott

01 0 0
y=100 1|y+]0
00 -2 L
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egyenletrendszer altalanos megoldédsa az el6bbiek alapjan (a kordbbi C; helyett —C'-et irva)

In z 1 4
L1 010y
L0 o |Cs

Az allandok varidlasanak médszere szerint az inhomogén egyenlet megoldasa
y(x) = cr(x)(Inw) + co(z)r + cs(x),

ahol az egytitthatofiiggvényekre az
(Inz)di (x) + zey(x) + (x) =0

() + cyla) =0

egyenletrendszer teljesiil. Ebbdl ¢j(x) = —1, dhy(x) = 1 és ¢4(z) = Inz — 1 kovetkezik, tehat
ci(z) =C) —x, co(x) =Co+Inx és c3(x) = C3 — 2z + xlnz.
Az altalanos megoldas és derivaltajai eszerint
y(z) =(Cy —x)lnz+ (Co+Inx)z + (C3 — 2z + zlnw)
=zlnz+CiInzx + Cox + Cqy — 22
Cy

Y (x) = 11’11‘_1—’_7"’_02
" 1 Cl
y(x)_a: .1'2.

A kezdeti feltételbdl 1 = y(1) = Cy+C3 — 2,0 = =1+ C; + Cy = 1 — 4, tehdt Cy =1,
C5 =0 és C3 = 3. A kezdetiérték-probléma megoldasa

y(r) =3 -2z +Inz+zlnz.

Sorfejtés segitségével hatdrozzuk meg az (1 — z)y” + xy’ — y = 0 differencidlegyenletet
y(0) = ¢'(0) = 1 feltételt kielégité megoldasat.
Megoldds. A megoldast

oo
= Z akxk
k=0
alakban keressiik, ennek derivaltjai

"(z) = Z kapazh!
Z k(k—1) akx

Ezeket az egyenletbe helyettesitjiik:

0=(1-ux) Zk —lakxk2+x2kak$ Zakxk

k=1
Z — Daga"2 — Z k(k — Dapz™ ' + Z kapx® — Z agx”
k=2 k=2 k=1 k=0
- Z(k +2)(k + Dagor®™ — Y (k+ Dkappz® + 3 kapa® = > aga”
k=0 k=1 k=1 k=0
=2ay—apg+ Y ((k: +2)(k 4+ Vapro — (k + Dkagyr + (k — 1)ak)xk.
k=1
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A kezdeti feltételbdl 1 = y(0) = ag és 1 = 3/ (0) = a1, az sorfejtés els6 tagjabol 0 = 2aq — ay,
azaz g = %, a tobbi taghol pedig k£ > 1 esetén a
(]{7 + 1)kak+1 — (]f — 1)ak
Ap42 =
(k+1)(k+2)

rekurziot kapjuk. Ebbol az els6 néhany tagot meghatarozva sejthetjiik, hogy a, =
behelyettesitve ellenorizziik:

(k+Dkgiy — (k=D (k—(k—1)4 1

(k+1)(k+2) Ck+D(E+2)  (k+2)!

A kapott hatvanysor minden z-re abszolut konvergens, Osszege y(z) = e”, ami megoldja a
kezdetiérték-problémat.

L1
Ik

Ak42 =

Sorfejtés segitségével hatarozzuk meg az y” — zy + 4y = 0 differencidlegyenlet y(0) =
3,y (0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldasat.

Megoldds. A megoldast
= Z akzk
k=0
alakban keressiik, ennek derivaltjai

"(z) = Z kayazh!
Z k(k—1) akx

Helyettesitsiik be az egyenletbe:

0:Zk(k—1)akx —kaakxk1+4Zakx
k=2 k=1 k:O

Z (k+2)(k + Daggoz” —Zkakx +4Zakx
k=1 k=0

= 2a9 + 4ag + Z ((k +2)(k + 1Dagyo — kag + 4ak)xk
A jobb oldalon 4ll6 hatvanysor akkor azonosan 0, ha minden egyiitthaté 0, ebbdl a kévetkezo
rekurziot kapjuk:

k—4
S NN hak>1
k+2 =
—2ag ha k = 0.

A kezdeti feltétel alapjdn ag = y(0) = 3 és a1 = y'(0) = 0, innen a rekurzi6 alapjan
meghatarozhaté a tobbi egytitthaté. a; = 0 miatt az Osszes paratlan sorszamu is 0 lesz.
Masrészt k = 4 esetben a rekurziébdl ag = 0 kovetkezik, és emiatt a, = 0 minden £ > 6
paros szamra is. Kovetkezésképp a hatvanysor valdjaban egy legfejlebb negyedfoki polinom.
Az egyiitthatdk ay = —2-3 = —6és ay = 4§ (—6) = 1. A kezdetiérték-probléma megoldésa
y(z) = ' — 622 + 3.

Megjegyzés. Az y" — xy' + Ay = 0 (A € R paraméter) differencidlegyenlet neve Hermite-
differencidlegyenlet. Ha A € N, akkor létezik A foku polinom megoldas, egyébként pedig
minden megoldéds exponencialisan no.



