Matematika A3 els6 PZH A csoport
Energetika és Mechatronika BSc szakok 2016. december 6.

A feladatok megoldasara 90 perc all rendelkezésre.

1. (3x2p) Déntse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis.

a) Ha egy r : [0,1] — R3 fiiggvény rektifikdlhaté gorbét hatdroz meg, akkor Lipschitz-
folytonos.

b) Barmely skaldrmez6 gradiensének rotacidja 0.

c) Vektormez6 feliileti integraljanél az irdnyitds megforditdsakor az integral ellentettjére
valtozik.

Megoldas.

a) Hamis. A rektifikdlhatosdghdl csak annyi kovetkezik, hogy 1étezik Lipschitz-folytonos
paraméterezés.

b) Igaz. Potenciélis vektormezé derivaltja szimmetrikus, tehat az antiszimmetrikus része
0, és igy a rotacidja is.

c) Igaz. Az iranyitds megforditasakor a feliileti normalisok is ellentettjitkre valtoznak,
ezek skalarszorzata a vektomezo értékével szintén az ellentettjére valtozik.

2. (4p) Bizonyitsa be a div(fu) = (grad f) - u + f divu Leibniz-szabalyt, ahol f skaldrmezo,
u vektormezo.
Megoldds. Jelolje a szokdsos médon u komponensfiiggvényeit wu,,u,,u., ekkor a szorzat
divergenciaja igy irhato:
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gorbe mentén at=0ést =1 paraméterértékek kozotti darabon.
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A gorbementi integralra vonatkozé Newton-Leibniz-tétel szerint a keresett integral egyenld
f megvaltozasaval a kezdo- és végpont kozott.

r(0) =0 f(r(0)) =0
r(1)=i-2j+k Fr(1) = —18

alapjan az integral értéke —18.

. (8p) Hol van a téomegkozéppontja annak a vékony, homogén tomegeloszlasi drétnak, amely-
nek alakjat a r(t) = coshtcosti+ coshtsintj + tk gorbe —m <t < 7 darabja irja le.

Megoldds. A témegkozéppont koordinatait gy lehet kiszamolni, hogy a koordinatafiiggvé-
nyek gorbementi integraljait elosztjuk az ivhosszal.

|F| = |(sinhtcost — coshtsint)i+ (sinhtsint + coshtcost)j + k|

= \/(sinhtcost — coshtsint)? + (sinh¢sint 4 coshtcost)? + 1

= \/ sinh” ¢ cos ¢ + cosh” ¢ sin? ¢ + sinh” sin? 4 cosh® ¢ cos2 ¢ + 1
= \/2cosh?t = v/2 cosh t

alapjan a sziikséges integralok
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A masodik és harmadik integraloknal azt hasznaltuk fel, hogy az integrandus paratlan, az
integralasi tartomany pedig szimmetrikus az origora.
Az els6 integral megmaradoé tagjat parcialis integralassal szamolhatjuk:
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amibdl atrendezéssel
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Tehat a drot tomegkozéppontja

1 sinh 27, 2 .
- i= — cosh 7i.
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. (8p) Mekkora a felszine az r(u,v) = ui + vj + (u? + v?)3/*k felillet 1 < u? +v2 <4, v >0
paramétertartomanynak megfelelé darabjanak?



Megoldas.
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Ezt a kétvaltozés fiiggvényt kell integralni a megadott paramétertartomanyon. Erdemes
u = rcosy, v = rsiny polarkoordinatakra attérni, a Jacobi-determinans r, a paraméter-
tartomany r € [1,2], ¢ € [0, 7]. A felszin:
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6. (8p) Integralja az u(z,y, 2) = 3i+yz%j—x?zk vektormez6t az 22 +y* = R? feliilet |z| < h/2
darabjén kifelé (a z tengelytdl tdvolodd irdnyba) mutaté irdnyitas mellett.
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Megoldas. A felillet egy hengerpalést, egy lehetséges paraméterezése r(u,v) = Rcosui +
Rsinuj + vk, ahol u € [0,27], v € [-h/2,h/2]. A normalvektor
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8%; X 6—2 (—Rsinui+ Rcosuj) x k
= Rcosui+ Rsinuj,
A vektormezo értéke a feliileten pedig
u(r(u,v)) = R cos® ui + Rv?sin uj — R*v cos® uj.

A vektormezo integralja ezek alapjan

2w rh/2
/u dA = / / w) - L O du
h/2 ou  Ov
2T h/2
= / / % cos® ui + Rv? sinuj — R?v cos® uj) - (Reosui + Rsinuj)dvdu
h/2

2w rh/2
— / / R4 cos* u + R%*v?sin? u) dv du
h/2

h/2
_/ ( R+ R 2)d
h/2

:7h4 7h32
4 R 12 R



7. (8p) Szamitsa ki az u(x,y, 2) = (v2?—22%y)i—42?zj+ (62y +4wyz)k vektormezd integraljat
az 2 + y? + 2* = 1 egyenleti feliileten kifelé mutaté irdnyitas mellett.
Megoldds. A megadott feliilet zart, tehat hasznalhatjuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt. A
vektormez6 divergencidja
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Ezt a skaldrmez6t kell az 22 + y? + 2* < 1 tartomdnyon integralni. Hengerkoordinatékra
érdemes attérni: r(r, ¢, z) = rcos ¢i + rsin ¢j + zk, a Jacobi-determinéns r, a paraméter-
tartomany —1 <2 <1,0< ¢ <2m, 0 <r <+1—z% Igy az integral
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