Matematika A3 masodik PZH B csoport
Energetika és Mechatronika BSc szakok 2016. december 6.

A feladatok megoldasara 90 perc all rendelkezésre.

1. (3x2p) Déntse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis.

a) Az y = 2\/@ differencidlegyenletnek barmely kezdeti feltétel mellett 1étezik lokalis
megoldésa.

b) Ha f : R?> — R k-szor folytonosan differencidlhat6, akkor az y' = f(z,y) differencidl-
egyenlet megoldéasai k + 1-szer folytonosan differencidlhatoak.

c) Barmely inhomogén linearis differencidlegyenlet-rendszer megoldasai vektorteret alkot-
nak.

Megoldas.

a) Igaz. Az egyenlet explicit, a jobb oldal az egész sikon folytonos, tehéat a Cauchy-Peano-
tétel miatt barmilyen kezdeti feltétel mellett 1étezik lokdlis megoldas.

b) Igaz. A k = 0 eset az egyenlettel ekvivalens integralegyenletbél kovetkezik deriva-
lassal, a £ > 0 eset pedig a differencidlegyenletbdl teljes indukcioval és a lancszabaly
felhasznalasaval (y'(z) = f(z,y(x)) mindkét oldalat derivalva).

c) Hamis. Homogén linearis differencidlegyenlet-rendszer megoldasai alkotnak vektorteret,
az inhomogén egyenlet megoldéasai egy ilyen altér eltoltjat alkotjak.

2. (4p) Mondja ki a Picard-Lindel6f-tételt.

Megoldds. Legyen D C RxR" nyilt, f : D — R" folytonos, a masodik (vektor) valtozjaban
Lipschitz-folytonos. Ekkor barmely (xq,yo) € D esetén létezik és egyértelmii az y’ = f(x,y)
differencidlegyenlet y(xo) = yo kezdeti feltételt kielégité megoldasa.

3. (8p) Hatarozza meg az 3y’ = (cos x)y differencidlegyenlet y(0) = 1 kezdeti feltételt kielégitd

sorozat limesze?

Megoldas. A figgvénysorozat 0. tagja ¢o(z) = 1, a tovabbiakat a

prn() = 1+ [ (cos€)pu(€) s

rekurzi6 hatdrozza meg. Az els6 néhany fiiggvény
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A fiiggvénysorozat mindenhol abszolut konvergens, hatarértéke
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. (8p) Oldja meg a 2%y’ = x? + xy —y? differencidlegyenletet y(1) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldas. Az egyenlet explicit alakban
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a jobb oldal csak y/z fiiggvénye, tehat u(z) = y(x)/x helyettesitéssel szétvalaszthat6 egyen-
lethez jutunk. 3y’ = xu’ + u alapjan
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Integraljuk mindkét oldalt 1-tél x-ig (a valtozdt elzetesen pl. &-re cserélve):
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. (8p) Hatdrozza meg a (2zy® +y) + (—z + 2%y*)y’ = 0 differencidlegyenlet y(2) = 2 kezdeti
feltételt kielégité megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet P(z,y) + Q(x,y)y = 0 alakt, ahol P(x,y) = 2zy® +y és Q(z,y) =

—x + 2%y?. Nem egzakt, viszont 1étezik csak y-tol fiiggd multiplikétor:
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tehat M(y) = y% Eszerint a (2zy + i) + (—y% + 2%)y’ = 0 egyenlet mar egzakt. Egy
potencial

u(z,y) :/()$(2§+1>d€+/1y (—nxz—i-ﬁ) dn:ny—l—z.

Az altaldnos megoldds implicit alakban u(z, y(z)) = C, ahol C paraméter. A kezdeti feltétel
alapjan C' = 9.

. (8p) Az

, cos(zy — 1)

y = — sin(z) In(zy)
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differencidlegyenlet y(1) = 1 kezdeti feltételt kielégité megoldésa y(z) = 1. Hatdrozza meg
a megoldas kezdeti feltétel szerinti derivaltjat.

sin(a:y—l) _ sinx

Megoldas. A jobb oldal y szerinti derivaltja === =5 ebbe kell a megadott megoldast
behelyettesiteni: —xsinz. Ha a kezdeti feltétel szerinti derivalt D(x), vagyis D(z) =
a%OY(x,yO), ahol z — Y (z,y0) az y(0) = yo kezdeti feltételt kielégité megoldas, akkor
D(0) =1 és

D'(z) = (—zsinz)D(x).
Az egyenlet szétvalaszthaté, altalanos megoldésa
InD(z) = —/xsinxdx
= —z(—cosx) + /(— cosx)dxr = zcosx —sinz + C.
A kezdeti feltétel alapjan C' = — cos(1) + sin(1), tehat
D(x) = evcos(e)=sin(e)—cos(1)+sin(1),

. (8p) Hatarozza meg az (z—1)y"—xy'+y = (x—1) differencidlegyenlet 4ltaldnos megoldasat,
ha a hozza tartozé homogén egyenletnek y;(x) = = és yo(z) = €* megoldésa.

Megoldds. A homogén egyenlet altalanos megoldasanak ismeretében az inhomogén egyen-
letet az allanddk varidldsaval oldhatjuk meg. Eszerint a megoldés y(z) = ¢i(x)x + co(z)e”
alakt, ahol

/ /

¢ +e'dy=x—1.
Az egyenletrendszert megoldva majd integralva

ci(z) = -1 ci(z) = —z+C

co(z) =xe™® co(x) = —ze " —e T+ Cy
adddik, tehat az altalanos megoldés

y(x) = —2® + Cro — o — 1 + Cye”.



