Matematika A3 szigorlat — 2016. december 20.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Mit értiink egy z komplex szam trigonometrikus alakjan? Irja fel trigonometrikus alakban az 1 + /3i
szamot.

Megoldds. z = r(cos + isinp), ahol r > 0, ¢ € R. r = 12—1—\/3 =2, cosgo—% sing = @ alapjan
p=73

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha a,b € R, f : [a,b] — R folytonos és f(a), f(b) kiilonbozé el8jeliiek, akkor 1étezik ¢ € [a, b],
amire f(c) = 0.

. Mondja ki a Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencidlhaté (a, b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd
[a, b]-n, akkor fab f(z)dz = F(b) — F(a).

. Ismertesse a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkoz6 hanyadoskritériumot.

oo,

oo
. s , . Gn41 , . . .. a
Megoldas. Az Z an pozitiv tagi sor konvergens, ha lim sup ntl ¢ divergens, ha lim inf n
ne0 n— 00 anp n—00  Qp

. Definidlja egy linedris transzformécié sajatértékének és -vektoranak fogalmaét.

Megoldds. v €V az A:V — V linedris transzformaci6 sajatvektora A sajitértékkel, ha Av = Av és v # 0.

. Mit jelent az, hogy az f : R? — R fiiggvény az (x9,%o) pontban folytonos?

Megoldds. f folytonos (zg,yo)-ban, ha Ve > 035 > O0¥(z,y) € R? : |\/(x —20)2+ (y —40)?| < § =
|f(33,y) - f(x07y0)| <€
Ismertesse a feliileti integral kiszamitasanak modjat.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R? paraméterezett irdnyitott feliilet, u : R> — R3 vektormez6. Ekkor u

feliileti integralja a feliileten [, or( “ ) 81‘((31:}1)) u(r(u,v)) dudv médon szamithato, ha W % irdnya

a feliilet irdnyitasanak megfelel, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

. Mondja ki a Gauss-Osztrogradszkij-tételt.

Megoldas. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
aldbb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / / u-dA = / / / divudV
oV

. Ismertesse a szukcessziv approximacié modszerét.

Megoldds. Egy adott ¢/ (z) = f(z,y(x)), y(zo) = yo kezdetiérték-problémahoz fiiggvénysorozatot definidlunk
a kovetkezé médon: po(x) = yo, wrt+1(x) = yo + fw F(&, pr(§))de. Ha f folytonos, a masodik véltozéban
Lipschitz, akkor xy egy kornyezetében a sorozat egyenletesen konvergdl az egyértelmii lokalis megoldashoz.

Mit neveziink egzakt differencidlegyenletnek?

Megoldds. Az olyan P(z,y) + Q(z,y)y" = 0 alaki egyenleteket, ahol P = uj, és Q = uj, valamely u(x,y)
kétvaltozés fiiggvényre. (Lokdlisan ezzel ekvivalens: P = @)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét:
m2 7 10\ ~3n+5

Megoldds.
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miatt limy, ;o0 ap = limg_, o arctanx = 3.
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Mivel ﬁ — 00, a szogletes zardjelen belili kifejezés hatarértéke e. Maésrészt a kiilsé kitevé 6-hoz
tart, igy lim,,_, oo by, = €°.

2. Végezze el az f(x) = (1 — 22)(7 + 22)~2 teljes fiiggvényvizsgalatét.
Megoldds. Dy = R, paros, nem periodikus, mindenhol folytonos fiiggvény. lim,_,+. f(z) = 0, mert racio-
nalis tortfiiggvény és a nevezd magasabb fokd mint a szamlalé. 1 — a2 = (1 — 2)(1 + x) miatt a zérushelyek
+1.
f(z) = 2(z3 —92)(7+22) 3 zérushelyei 0, £3, f"(z) = —6(z* —22224-21)(7+2%)"* = —6(x—1)(x+1) (2% -
21)(7 + 2%)~* zérushelyei +1, +v/21. Mivel f paros, az eléjeleket elég pl. x > 0 mellett meghatdrozni:
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f | max N infl = min / infl -
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0,03} Ry =[f(3),f(0)] = [32, 49}

3. Hatarozza meg az

0 ha —7m<z<-7
flx)=4<1 ha -5 <z < 3
0 hag<m§7r
(="

o0
fliggvény 27 szerint periodikus kiterjesztésének Fourier-sorat. Ennek segitségével szamitsa ki a Z W1
k=0

sor 0sszegét.



Megoldas. A figgvény péaros, tehat Fourier-sora tisztan cos tagokbdl all.

1 [ 1 [™/? 1
ap = 5 _Trf(x)dac—% _W/de—f
1 g 1 /2
ap = — f(z)cosnzdr = f/ cosnx dx
T™J)_n m —71'/2
1 {sin n;v] z=—7/2 2  nm 0 ha n péros
=— = —sin— =
Tl o lum npy nm 2 (-1)* han=2k+1,keN.

Tehat a Fourier-sor

1 2 (-1
= - 5(2k + 1)z
2+I§)w2k+10%( + 1z

Mivel f szakaszonként folytonosan differencidlhaté, a Fourier-sor mindenhol f bal- és jobboldali hatarérté-
kének szamtani kozepéhez konvergdl. Specidlisan

1 =2
L=f0)=5+> =

k=0

1)k
Q(k i_) T cos(2k + 1)z,

amibdl atrendezéssel

i (-D)F 7
Zaok 1 4

4. Szamitsa ki az aldbbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

-10 -5 —4
0 ) 2
25 ) 7

Megoldds. A métrixot jelélje A, ekkor a sajatértékek a det(A — AI) = —\3 4+ 2)? — 5) polinom gydkei. Ezek
0és 1+2i. A0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok

10 -5 —4 10 -5 —4 ~10 -5 —4 ~10 -5 —4
0 5 2| |lo 5 2= |0 5 2= o 5 2
2% 5 7 50 10 14 0 —15 —6 0 0 0

alapjan (1,2, —5) tobbszorosei.
Az 1+ 2i sajatértékhez tartozé sajatvektorok pedig

~11-2i -5 —4 25 5  6—2i
0 492 2 | 1R 0 492 2
25 5 6—2i ~11-2i -5 —4
25 5 6 — 2i si (25 5 6-—2
0 4-—2i 2 | P70 4-—2 2
0 —14;—% —65—21' 0 0 0

11424
sa+ 152
2

alapjan (—4+ 3i, —10 — 54, 25) t6bbszorosei. Mivel A valds, a konjugdlt sajatértékhez tartozé sajatvektorok
ezek konjugaltjai, vagyis (—4 — 3¢, —10 + 5i, 25) tobbszorosei.

(A Gauss-elimindcié lépéseit egyébként most nem is kellett volna végigszdmolni, hiszen mindkét esetben
rogton latszik, hogy az elsé két sor linedrisan fiiggetlen. Igy a determinéns elt{inése miatt a harmadik sor
ezek linedris kombindcidja, vagyis elhagyhatd, a maradék pedig eleve 1épcsds alakd.)

1+ 2y 1 1+ 222

5. Potencidlos-e az u(z,y,2) = —=i+ + 22j — ——k vektormez4? Ha igen, adja meg e oten-
(2,9, 2) Wi S e g ja meg egy p

cialfiggvényét.
Megoldds. A vektormez6 mindenhol értelmezett és folytonosan differencidlhaté,

_ Ous Ouy

¢ = Ty gy
rot u(z,y, 2)z oy 0
0 0
rotu(z,y,2), = ;;— 81;220—0:0
_ Ou,  Oug T T

rOtu('rayVZ)Z_ a.’II - ay - \/1+$2 — \/1+x2 :07




tehat potencidlos. Egy potencial

T Yy z
f(@y,2) = /ux(EOO)d€+/ 2y (2, >dn+/ w29, ) dC

/ g+ / / 1+2¢°

\/W m \/W
TR AR S

Vitz Jo 1+

Az utolsé integralt sinh¢ = ¢, cosht dt = d(¢ helyettesitéssel szamolhatjuk:

—arshz +

z q 9 2 arsh z 1 24i h2 ¢ arsh z 1 arsh z
1+ d¢ = / S esmh F coshtdt = / cosh 2t dt = [ sinh Qt} =21+ 22,
0o V1+¢? V1 + sinh?¢ 0 2 0

tehat f(x,y,z) = arsha + \/1y-Tz —2V/1+ 22
6. Oldja meg az (1 + 22)y’ — xy = 1 + x differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet elsérendil linedris, el6szor a hozzéd tartozdé homogén egyenletet oldjuk meg, ami
szétvalaszthato:
y _ =@

y  14+a2
mindkét oldalat integraljuk:

1
Infy(z)] = 5 In(1+2) +C,

tehdt a homogén egyenlet altaldnos megolddsa y(z) = Cv/1+ z2. Az inhomogén egyenletet az dllanddk
varislasaval lehet megoldani, a megoldds y(x) = ¢(x)v/1 + 22, ahol

14+z=(1+2%)c(x)V1+ 22+ c(z) ((1 +2H)(V1+22) —zV/1+ mg) = (1 + 2% (2)V1 + 22,

tehdt ¢ (x) = (le% x = sinh ¢, dz = cosh t d¢ helyettesitéssel
1+z / 1+ sinht /1—|—sinht
)= | ——=mmde= | ———————F—costdt = | ———dt
(@) / (14 22)3/2 (1 + sinh?¢)3/2 cosh? ¢
1 x 1
= tanht — =

— — C
cosht /1 + 22 \/1+a:2+ ’

tehat az altalanos megoldas

yl)=ax -1+ CV1+ 22
A kezdeti feltétel 1 = y(0) = —1 + C, tehat C = 2.

7. Hatérozza meg az 3"’ + 2y + vy’ = 2z + 4e® differencidlegyenlet altaldnos megolddsat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén linedris alland6 egytitthatds, tehat elészor a homogén egyenletet oldjuk
meg a karakterisztikus polinom segitségével. Ez A3 422+ X = A\(A+1)2, tehat a 0 egyszeres, a —1 kétszeres
gyok (belsd rezonancia). A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa y(x) = A+ Be™® + Cxe™*.
Az inhomogén tag polinomszor exponencialis alakuak Osszege, az els6nél kiils6 rezonancia van, a masodiknal
nincsen. Emiatt y(z) = x(Cy + C1x) + De” alakban kereshetiink megoldést.

y'(z) = Co + 201z + De”

y"(z) = 2C1 + De”

y///(z) — Deib
behelyettesitése utan az egyenlet

(CQ + 461) + 2C1x + 4De* = 2x + 46'"’3,

ami minden x értékre akkor teljesiil, ha

Co+4C1 =0
207 =2
4D =4,

azaz D =1, Cy =1, Cp = —4. Az altaldnos megoldds y(z) = (-4 +z) +e* + A+ Be ™ 4+ Cxe™®.



