Matematika A3 szigorlat — 2017. januar 3.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani trigonometrikus alakban két komplex szam szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosg + isinps), akkor z1zo = rira(cos(1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definidlja, hogy mit jelent az, hogy az f fliggvénynek az xy € R pontban a baloldali hatarértéke —oo.

Megoldas. VK € R3§ > OVx € (xg — 6, 20) : f(z) < K.

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldas. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),

amire f'(c) = 7’6(171)):3:(”).

. Mondja ki a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozé majordnskritériumot.

Megoldas. Ha ZZOZO b, <00 ésVneN:0<a, <b,, akkor ZZO:O a, < 00.

. Hogyan irhat6 fel egy T szerint periodikus f : R — R fiiggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszdmolni az

egyltthatoit?

Megoldds. ag+ > oo (an cos 222z + b, sin 2221, ahol
1 /7
ag = T/o f(z)dx
2 [T 2
b, = ?/0 f(x) cos %nxda:

2 (7 2
bnzf/o f(x)sin%xdaz

. Definidlja az f(x,y) fiiggvény (xo,yo) pontbeli differencidlhatésdgat.

Megoldds. f(x,y) differencialhaté az (zo,y0) pontban, ha léteznek olyan A, A, szamok, amellyel f(z,y) =
f(@o,y0) + Au(x — m0) + Ay (y — y0) + o(y/(x — 20)% + (y — v0)?)

Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a, b] — R? differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgorbe ivhosszat?

b
Megoldds. / |£(¢)| dt.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 0.5, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor u-dr = / / rotu - dA.
as s

. Mondja ki a Picard-Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a masodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y' = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégito lokdlis megoldasa, és az egyértelmii.

Irja fel az n-edrendii linearis differencidlegyenletek dltalanos alakjét.

Megoldds. ayn(x)y™ + an_1(z)y™ D + -+ a1 (2)y + ao(z)y = b(x)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét:

1
an = 1/n? + /nsin — b, = \/n2 +3n — cosn — \/n2 — Tn +sinn
n

Megoldds.

o1
sin -
lim a, = lim V1 +n—3/2f" =1,
n—oo n—oo -
n

sinz __
nr .

mivel % — 0 és lim,_,q

lim b, = lim \/n2—|—3n—cosn—\/n2—7n+sinn

— lim (n? 4+ 3n — cosn) — (n? — Tn + sinn)

n—oo \/n2 + 3n — cosn + vVn2 — Tn +sinn
10n — cosn —sinn

= lim
n—oo (\/1 +3n~1—n—2cosn++vV1—Tm1T+n2 sinn)
10 — <o n+sinn
= lim % =5.
n—=o0\/14+3n=1T —n—2cosn++v1—7"n"T+n2sinn

2. Hatdrozza meg az f(z) = xsin® z fiiggvény egy primitiv fiiggvényét.

Megoldds. Hasznaljuk elészor az sin®z = sin?xsinz = (1 — cos? z)sinx azonossagot, majd integraljunk

parcialisan, végiil a cos® z = cos? z cosx = (1 — sin? x) cos  azonossagot:
/:rsiand:c = /:17 (sinz - COSQSCSiIlJ}) dx

cos® x cos®
= z(—cosz + 3 ) — —cosx + 3 dz

3 1
= z(—cosx + I)+sinx+g/(sin2a:cosx—cos:r)d1:
os® & ) sin®z  sinzx
= z(—cosz + ) + sinx + ~ +C.

(Ez C barmely értéke mellett primitiv fliggvény.)
3. Adja meg az

arctan x>
arctan®  ha x #£ 0
= xz
/(@) {1 haz=0

fliggvény xg = 0 kozépponti Taylor-sorat és annak konvergenciasugarat.

Megoldds. Felhasznalhatjuk, hogy

I 1 . 1 _ G 2\n __ - n,_ .2n
(arctanz) = e 1 () ;(*x ) —;(*1) ",

ezt a hatvanysort tagonként integraljuk (arctana = 0 felhaszndldsdval), elosztjuk x-szel, majd z helyére
x2-et helyettesitiink:

arctanr _ 1 i(—l)” p2ntl _ i(—l)” z2n |
T o 2n+1 = 2n+1
OO rin
= -n" .
1) =3 g

A mértani sor konvergenciasugara 1, az integralds és x-szel osztds ezen nem valtoztat. Végiil az 2% helyet-
tesitésénél gyokot kell vonni belble, tehat tovabbra is 1 marad a konvergenciasugar.



4. Oldja meg az X A = B egyenletet, ha

2 0 0 0 4 -2 2 -1
0 -2 2 —1 29 5 —4 3
A=10 1 0 1 ¢ B=14y 5 3 _3
0 -1 1 0 0 3 -2 1

Megoldds. Az egyenlet atrendezve X = BA™!, tehit el8szor érdemes A inverzét meghatirozni példaul
Gauss-eliminéacioval:

2 0 0 0 1 00 O 2 0 0 0 1 0 0 0
0 =2 2 =1 0 1 0 0| smess |0 1 0 1 00 1 0
0 1. 0 1 0010 0 -2 2 —-10 10 0
0 -1 1 0 00 0 1 0 -1 1 0 00 0 1
2'20001000 20001000
Ssifts?o10100103333401010010
00210120 001100 11
00110011 00210120
2 00 0 1 00 O 200 0 1 00 0
34735301010010252210100011—2
001 1 001 1 001 0 011 -1
000 -1 010 -2 000 -1 010 -2
1 [L OO0 1/2 0 0 0
-pse [O01 0 0 0 1 1 =2
0010 0 1 1 -1
0001 0 —-10 2
Az utolsé négy oszlopbdl 4116 részmétrix a keresett inverz. Tehat
—4 -2 2 -1 [1/2 0 0 0 -2 1 0 0
x_ |2 5 =4 3| [0 1 1 -2/ |1 -2 1 0
“lo -5 3 -3 0 1 1 -1} o 1 -2 1
0 3 -2 1 0 -1 0 2 0 0 1 =2

5. Integralja az u(x,y,2) = (—2y — )i+ (22 — 3y)j + zk vektormez6t az x? + y? + 22 = 2 gémbfeliilet z > 1
darabjan kifelé (az origotdl tavolodé irdnyba mutatd) irdnyitds mellett.
Megoldds. A gémbfeliilet szokdsos paraméterezése (¥, ¢) = v/2sind cos pi + /2 sin ¥ sin ¢j + v/2 cos vk, a
kifelé mutaté normalvektor

% X g; = 2sin¥(sin v cos pi + sin ¥ sin @j + cos vk).

A z > 1 darabnak megfelel6 paramétertartomany a /2 cos?) > 1 feltétel alapjan [0, /4] x [0, 27].
A vektormez6t ki kell még értékelni a feliileten:

u(r(9, p)) = V2(—sin® cos ¢ — 2sin ¥ sin )i + v/2(2sin ¥ cos ¢ — 3sin¥sin )j + 2 cos vk.

A kiszdmitandé integral
/4 27 or or
u-dA:/ / u(r(d, ¢ ~<><>dg0d19
/ 0 0 (x{ ) 99 Oy
/4 27
= 2\@/ / (COS2 ¥ sin 1 — sin® 9 cos® p — 3sin® ¥ sin? gp) dep dv
0 0
/4
=2/2r / (2 cos® ¥sin® — 4sin® 19) dp dd
0
/4
= 2\/57?/ (6 cos? ¥'sin 9 — 4sin 19) dp dd
0

=221 [—2cos® 9 + 4 cos 19]3/4 = (6 — 4V2)m.

6. Integralja az u(x,y,2) = (y? + y2)i+ 22y + 22)j + (xy + y2)k vektormezét az ABC D zart toréttvonalon,
ha A = (0,0,0), B = (1,2,0), C = (1,1,2), D = (0, ~1,2).



Megoldds. A megadott gorbe zart, tehdt alkalmazhat6 a Stokes-tétel. Az AB és DC szakaszok parhuza-
mosak, vagyis a torottvonal egy parallelogramma pereme. Legyen ez a parallelogramma lap .S, az irdnyitéds
jobbkéz-szabdly szerinti. A lap egy lehetséges paraméterezése r(u,v) = u(i + 2j) + v(—j + 2k), a paramé-
tertartomdny [0, 1] x [0, 1]. A normalvektor

Or Or

— x —=(1+2j) x(—j+2k)=4i—-2j—k

5 % gy = (11 25) x (= +2Kk) Jj—k,

ennek irdnya megegyezik a jobbkéz-szabaly szerinti iranyitassal.

c sz

Ozy +yz) 0(2xy+ 22)\ . Oy? +yz) Olzy+yz)\ .
rotu(x,y,z):( (yayy)_ ( gz )>1+< (yazy)_ (%xy))J
+ <a(2xy +22) 0 +yz)

o - By )k:(:r—z)l—zk,

rot u(r(u,v)) = rot u(u, 2u — v,2v) = (v — 2v)i — 2vk.

A keresett integral ezek alapjan

/ u~dr:/r0tuodA
as 5
ot or Or
_/0 /0 rotu(r(u,v))-(auxav> dudv

_ /01/01((u—2v)i—2vk) (41— 2§ — k) dudo

1ol
:/ / (4u — 6v)dudv = —1.
o Jo

7. Hatérozza meg az y" + 4y’ 4+ 5y = cosz differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat.
Megoldds. A homogén egyenlet 3 44y’ +5y = 0, ennek karakterisztikus egyenlete A2 +4X+5 = 0. A gyokok
Ay = —4Ev16-20 316_20 = —241, tehdt a homogén egyenlet altaldnos megolddsa y(x) = Ae™2% cos x + Be ™% sin .
A jobb oldal exponencidlis fliggvények linedris kombindciéja, a kitevében x egyiitthatdja +i, tehat nincsen
kiils§ rezonancia. Az inhomogén egyenlet egy megoldasit y(x) = C cosx + D sinx alakban kereshetjiik:
y'(z) = Dcosz — Csinz

y"(z) = —Ccosz — Dsinx
behelyettesitése utan az egyenlet

cosz = —C'cosxz — Dsinx + 4(Dcosx — Csinz) + 5(C cosz + Dsinz)
=(-C+4D+5C)cosz+ (—D —4C +5D)sinz,

ami akkor teljesiil minden z-re, ha a

1=4D +4C
0=-4C+4D

egyenletrendszer. Ebbol C'= D = %, tehat az dltaldnos megoldas

1 1
ylx) = g o8 + 3 sinz + Ae ?* cosx + Be * sinz.



