Matematika A3 szigorlat — 2017. januér 10.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?
Megoldds. Ha 21 = r1(cos 1 +isinpy) és zo = ra(cos g +isings), akkor 2L = I (cos(p1 — p2) +isin(pr —
p2))-

. Definidlja egy valds szdmsorozat hatarértékének fogalmat.

Megoldds. Az (ay) valds szamsorozat hatarértéke az A € R szdm, ha Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A| <.

. Mondja ki a Weierstrass-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, létezik minimuma és maximuma, azaz léteznek ¢, d € [a, b]
szdmok, amire minden x € [a, b] esetén f(c) < f(x) < f(d).

. Definidlja a (valés vagy komplex) vektortér fogalmat.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V. xV — V és - : K x V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo € Via,B € K:a-(B-v) = (af) v, és Vu,v € Via,f € Kesetén (¢ + ) -v =a-v+ -0 és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Mikor van az Ax = b linedris egyenletrendszernek 0, 1 illetve végtelen sok megoldasa? Adjon feltételt az

egyutthatomatrix és a kib6vitett matrix rangja segitségével.

Megoldas. Akkor létezik megoldds, ha az egyiitthatomatrix és a kibdvitett matrix rangja megegyezik. A
megoldas akkor egyértelmii, ha ez a kozos rang megegyezik az ismeretlenek szamaéaval, ellenkez6 esetben
végtelen sok megoldas van.

. Definialja az f : R? — R fiiggvény az (x¢,yo) pontbeli folytonossigéanak fogalméat.

Megoldds. f folytonos (zg,yo)-ban, ha Ve > 035 > O0Y(z,y) € R? : |\/(x —20)2+ (y —y0)?| < § =
|f(z,y) — f(zo,90)| <€

Ismertesse egy folytonos vektormezé vonalmenti integraljanak kiszamitasi modjat folytonosan differencial-
haté fiiggvénnyel megadott gérbe mentén.

Megoldds. Ha r : [a,b] — R? folytonosan differencidlhaté és v : R?* — R? folytonos, akkor a v vektormezd
integralja az r gérbe mentén I = f; v(r(t)) - #(t) dt.

. Mondja ki a Gauss-Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korldtos tartomdny, amelyet a 9V zart, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
aldbb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / / u-dA = / / / divudV
av

. Definidlja az egzakt differencidlegyenlet fogalmat.

Megoldas. Az egzakt differencidlegyenletek azok a P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alaki egyenletek, ahol P = v/, és

Q = uy valamely u(z,y) kétviltozds fliggvényre. (Lokélisan ezzel ekvivalens: P) = Q.

Definidlja az f1, fo, ..., fn : R = R elegend&en sokszor differencidlhato fliggvények Wronski-determindnsanak
fogalmat.

Megoldas. Az f1, fa,..., fn: R — R fliggvények Wronski-determinansa a

fi(z) faol@) o fal@)
fi(z) f@ - fi)

W= A
@y @) - (@)

fliggvény.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(z) = efsine fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
Megoldds. Dy = R, a fiiggvény nem péros, nem paratlan, 27 szerint periodikus (és nem konstans, tehdt +oo-

ben nincs sem hatérértéke, sem aszimptotdja), nincs zérushelye. f'(z) = %es ST cosx a § + km pontokban

0, el6jele megegyezik cos z eldjelével.

2. 2 ing
f(x) = —e35" % cos? x — Ze3 M T ging
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Ez akkor 0, ha sinx = %, tehat ha x = § + 2km vagy © = ‘%’T +2kn (k€ 7).
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Ry = [f(=n/2), f(m/2)] = [e72/%,2/%].
2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
1
/ x arcsin x dx
-1

Megoldds. A primitiv fiiggvényt parcidlis integraldssal, majd x = sint, dx = cost dt helyettesitéssel hata-
rozhatjuk meg:

2 2 1
inzdr = r arcsinx — 2 dx
T arcsin x 5 R

22 . sin? ¢ 1
= ——arcsinx — costdt
2 2 1 —sin?t
x? i /1 — cos 2t dt
= —arcsiny — | —
2 4
22 ) t N sin 2t Lo
= —arcsinx — —
2 4 8
2 i /1 — 12
= %arcsinx — arcimx + a: 1 :c +C.

A hatarozott integralt ennek felhaszndlasiaval a Newton-Leibniz-tétellel szamithatjuk:

1
! . x2 . arcsinz  xv1— 22
rarcsinz dxr = 5 arcsine — +
-1
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—(F-3+0)-(-F+3+0) =1



3. Hatarozza meg a

o) n 1
Z 2" + 1+vn ey
— n—+lnn

hatvanysor konvergenciatartomanyat.

Megoldas. A konvergenciasugar meghatarozhaté példaul a gyokkritérium alapjan:

W20+ 1427t
lim {] ——V% gy o VR o iy 2,
n—00 n+lnn n—00 n+lnn n—oo {

mivel {/n — 1 és a mdsodik gyokon beliili hdnyados 1-hez tart. Ezek szerint (—%, %) része a konvergencia-
tartomanynak, és ezen kiviil legfeljebb az intervallum végpontjai lehetnek benne.
Az x = f% pontban a sor

00 27’71
Z(_l)nl—i_ﬂ7
— n+Inn

ami Leibniz tipust, hiszen valtakozé el6jell, és a tagok abszolutértéke monoton csokken (a szamlalé monoton
csokken, a nevez6 monoton né), tehat konvergens.
Az gz =1 b inord Osszeh lit6) kritéri h ilhatjuk:

z ¥ = 5 pontban a minorans (vagy osszehasonlito) kritériumot hasznalhatjuk:

00 2—"
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n+Ilnn — 2n
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divergens, igy a konvergenciatartomany [—1,1).
4. Hol vannak és milyen tipustak az f(x,y) = 22y + 222 — 3y + y? fiiggvény lokalis szélséértékei?

Megoldds. Mivel f differencidlhaté, a szélsGértékek a kritikus pontok koziil keriilnek ki. Az

0
0= of(w.y) = 2zy + 4z = 2z(y + 2)
oz
0
dy
egyenletrendszer megoldésai (z,y) = (0, %) és (x,9) = (£V7,—2). A Hesse-métrix determindnsa
8% f 9% f
22 442y 2z
oz? Ozdy | _ _ 2
0t of _' 9p 9|~ STy -4
Oyox dy?

ami a (0, 3) pontban 14 (pozitiv), tehat itt van lokélis szélséérték, mig a (+£v/7, —2) pontban —28 (negativ),
tehdt itt nincsen lokélis szélséérték. A (0, %) pontban a f6atlé elemei pozitivak, tehit a méatrix pozitiv
definit, vagyis itt lokalis minimum van.

5. Integrdlja az u(z,y,z) = —y?zi + 23j + zy?k vektormezdt a 422 + y? = 4, 2o + z = 7 egyenletrendszerti
gorbén a z tengely pozitiv fele fel6l nézve pozitiv koriiljaras szerint.

Megoldds. Az els6 egyenletben nem szerepel z, sikban tekintve ellipszist hatdroz meg:

2 g)zzl
x+(2 ’

tehat a gorbe z = 0 sikra es6 vetiiletét costi + 2sintj médon paraméterezhetjiik. A masodik egyenletbdl
z = 7 — 2z kifejezhetd, tehdt a megadott gorbe paraméterezése: r(t) = costi + 2sintj + (7 — 2cost)k,
t € [0,27] (a megadott koriiljards szerint). A derivalt #(t) = —sinti 4+ 2 costj + 2sin tk.

A vektormez6 értéke a gorbén

u(r(t)) = —4sin® (7 — 2 cost)i + cos® j + 4 cos t sin? tk,



ezzel a kiszamitandé integral

/u Ldr = /0% u(r(t)) - #(t) dt

2m
= / (4sin® (7 — 2 cost) + 2cos’ t + 8costsin® t) dt
0

27
= / (2 cos*t + 28 sin® t) de
0

/2”2(1+cos2t>2dt
O 2
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6. Oldja meg az (1 + 22)y” = (1 — 2z)y’ differencialegyenletet y(0) = 3, y/(0) = 2 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet a v = 3y’ 0j valtozdra nézve elsérendi, szétvalaszthato:

v 12
v 1422’
Mindkét oldalt integrélva v(0) = y' (O) = 2 figyelembevételével
In @ = [arctan ¢ — In(1 + §2)]I = arctanz — In(1 + 2?)
2 1+ 52 0 ’

arctan x

1+x2
) =9(0)+ [ u(E)dg =14 20,
0

7. Oldja meg az y"” — y' — 6y = xe” differencidlegyenletet y(0) = y’(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

tehat v(z) = 29—, Ujra integréljuk y(0) = 3 felhasznalasaval:

Megoldds. A homogén egyenlet y”’ —y' —6y = 0, ennek karakterisztikus polinomja A2 —A—6 = (A—3)(A+2).
A gyokok A = —2 és A = 3, tehat a homogén egyenlet dltalanos megolddsa y(z) = Ae=2* + Be3*.
A jobb oldal polinomszor exponencidlis, nincsen kiils§ rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megolddsat
y(x) = (Co + Crx)e” alakban kereshetjiik:
y'(z) = (Co+ C1 + Crx)e”
y"(x) = (Co +2C, + Crx)e”
behelyettesitése utan az egyenlet
= (Co +2C + C’lx)ex — (Co +C1 + Cll‘)BJc — 6(00 + Cla:)e’”
= (—600 + Cl - 60196)6“’,

ami akkor teljestil minden z-re, ha az

0=-6Cy+ C4
1=-6C,
egyenletrendszer. Ebbol Cy = 6, Cy= 36, tehat az altaldnos megoldas és annak derivaltja

1 1
y(x) = ——e” — —xe® 4+ Ae™?® 4 Be3®

36 6
y'(z) = —le - }xe —2Ae™** 4 3Be%”,
36 6

A kezdeti feltétel alapjan

1
0=y(0)=——=+A+B

36
7
0=y (0)=—=— — 24+ 3B,
y'(0) 36 +
tehat A = —%, B = 20, a keresett megoldés
1 x 1 x 1 —2x 3x
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