Matematika A3 szigorlat — 2017. januér 17.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definislja egy z komplex szdm trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az 14 v/3i szamot.
Megoldds. A trigonometrikus alak 7(cosg + ising), ahol r > 0, ¢ € R. 1+ /3i = 2 (% + §z> =
2(cos § +isin §).

Hogyan jellemezhet6 egy kétszer differencialhaté fliggvény konvexitdsa a masodik derivalt segitségével?

Megoldds. Egy f : (a,b) — R kétszer differencidlhaté fliggvény pontosan akkor konvex, ha f” nemnegativ.

. Irja fel az f figgvény xo € D¢ pont koriili n-ed foktu Taylor-polinomjat.

Z fR)
Megoldds. Z ?(m — x0)".
k=0

. Definiélja a Leibniz-tipust sor fogalméat. Adjon példat is réa.

Megoldds. > 7

n=n

Yasa (=1

, @n Leibniz-sor, ha a tagok véltakozé el6jeliiek, |a,| monoton csdkken és |a,| — 0. Példdul

. Definidlja a fliggvénysorozatok egyenletes konvergenciajanak fogalmat.

Megoldds. Egy f, figgvénysorozat a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalma-
za) egyenletesen konvergens és hatérértéke ott f, ha VeINy € NVaVn > Ny : |f(z) — fu(z)] <.

. Irja fel a sik orig6 koriili o szogli forgatasanak a métrixat a szokasos i, j bazisban.

Megoldds. [ .
sina  cosa

cosa —sin a}

Ismertesse egy folytonos vektormezo feliileti integréljanak kiszamitdsanak modjat folytonosan differencial-
hato fiiggvénnyel megadott feliillet mentén.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R? paraméterezett irdnyitott feliilet, u : R> — R3 vektormezé. Ekkor u
feliileti integralja a feliileten [, 3rgff) 3rg:)’”) u(r(u,v)) dudv médon szamithato, ha drg;’v) X Grg:),v)
a feliilet irdnyitdsanak megfelel6, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

irdnya

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 95, és legyen u (legaldbb
S egy kornyezetében) folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.

as s
Mondja ki a Cauchy-Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(20,¥y0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokélis megoldésa.

Definialja a linearis allandé egyiitthatés homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segitségével meghatdrozni az altaldnos megoldéast?

Megoldds. Az any™ + an_1y™ Y + -« + a1y + aoy = 0 linedris 4lland6 egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az a,\" + a1 A"t + -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-
kei A1,...,A,, multiplicitdsuk rendre mq,...,m,, akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy béazisa

e gmTlehz o eArw o pme—loArs



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét:

ap =

27\/5 4 Tp2teosn < 1 > n’—n
b, = | cos —
np2arctann | \/m

Megoldas. Az elsé sorozatot feliilr6l becstlhetjiik:

—\/n 24-cosn 2+4cosn

0<a, = 2 VR + mn 8n < 8n3—2arctann

— N 2arctann — m2arctann — :
n +vV2n+9 " n

Mivel 2arctann — 7 > 3, barmely e € (0, m — 3)-hoz létezik olyan ng, hogy n > ng esetén 3 —2arctann < e.
Emiatt n3-28rctann 5 (0 tehat a, — 0.

2 1
1\" " 1\ Ticos £
<cos ) = (1 + (—1 + cos )) et
n n

A szogletes zardjelen beliili rész hatarértéke e, mivel —1 4 cos% — 0. A kiils6 kitev6 hatarértéke

~| (—1cos %(n[zfn)

1 21 _
lim <cos - — 1) (n? —n) = lim C087”(112 —n)
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Tehat b, — ﬁ

423 — 1022 + 25
2. Szamitsa ki a kovetkez6 integralt: / :;*—Tf—kgﬁ dz

Megoldds. Az integrandus raciondlis tortfiiggvény, ezért el6szor parcidlis tortekre kell bontani. A nevez6
22(2? — 42 +5) = 2%((x — 2)? + 1), tehat alkalmas egyiitthatékkal

43— 1022 +25 A B Cx+D
a2t — 423 +522 oz a2 x2—4x+5

teljestil. A k6z6s nevezbvel megszorozva

4a® — 1022 + 25 = A(2® — 42 + 52) + B(z? — 42 +5) + (Cx + D)a?
= (A+C0)2® + (—4A+ B + D)2* + (5A — 4B)x + 5B

adédik, tehat

4=A+C
~10=-4A+B+D
0=5A—4B
25 = 5B,

az egyenletrendszer megolddsa A =4, B=5, C =0, D = 1. Ezt felhaszndlva

4a® — 1022 + 25 4 5 1 5
/x44x3+5:1:2dx:/(x+;z:2+(372)2+1)d$:41n$_x+afctan($—2)+0

3. A c valds paraméter mely értéke mellett 1étezik megoldédsa az aldbbi egyenletrendszernek? Oldja meg ezen
érték mellett az egyenletrendszert.

3r1 +4x3 =5
2331 — 45(:2 — 31’3 =—4
3:[,’2 — X3 = -5

3r1 — 3x9 +5x3 =C



Megoldds. Pontosan akkor 1étezik megoldas, ha az egyiitthatématrix és a kibovitett matrix rangja egyenlo.
Ezt tobbféleképp lehet ellenérizni, de mivel meg is fogjuk oldani az egyenletrendszert, érdemes mindjart
Gauss-eliminaciét hasznalni:

3 0 4 5 1 4 7 9 1 4 7 9
9 —4 -3 4| as |2 —4 -3 —a| 2230 —12 —17 -2
0 3 -1 -5 7 Jo 3 -1 -5 7 o 3 -1 -5
3 -3 5 ¢ 3 -3 5 ¢ 0 —15 —16 c—27
1 4 7 1 4 7 9 14 7 9
wos 0003 -1 =5 | 28200 3 -1 =5 | w0 3 -1 =5
~ oo 12 —-17  -22 ~ oo —21 —42 | T o 0 —-21 -42
0 —15 —16 c—27 0 0 —21 c—52 00 0 c¢—10

Innen lathatjuk, hogy az egyiitthatémaéatrix rangja 3, mig a kivobitett matrix rangja pontosan akkor 3, ha
c = 10. Ha ez teljestil, akkor visszahelyettesitéssel megkapjuk a megoldéast: x5 =2, zo = —1, z; = —1.

4. Szamitsa ki az alabbi integralt. (Utmutatés: cserélje fel az integralds sorrendjét.)

1,1 .
/ / xye® dxdy
0 Jvy

Megoldas. Normaltartomanyon kell integralni, de az z szerinti integralasnal a primitiv fiiggvény nem elemi,
tehat kozvetleniil nem tudjuk kiszadmolni. Az integralds sorrendjének felcserélésével probalkozhatunk: a
tartomanyt a 0 < \/y < o < 1 egyenlStlenségek hatdrozzdk meg, ez azzal ekvivalens, hogy 0 < y < 2% <1,

tehat
1,1 1 pa?

6 6

/ / xye” dﬂcdy:/ / zye® dydx
0o Jy o Jo

L z?
:/ xe® [] dx

0 2 |y

1

1 .
=15 ; 6%’ dz

1 [ mer e—1
= — |€e = .

12 0 12

5. Integralja az f(z,y, 2) = /2 — y? skaldrmez6t az y? + 2% = 1, x + y = 3 egyenletrendszerti goérbén.

Megoldds. A gorbe x = 0 sikra esd vetiilete az origb kozépponti egységkor, amit ¢ — costj + sin tk médon
paraméterezetiink. Az y koordindta viszont a maéasodik egyenlet alapjan meghatdrozza az x koordinatat,
tehdt a megadott gorbe egy paraméterezése r(t) = (3 — cost)i + costj + sintk (¢t € [0,27n]). A derivalt
abszolutértéke

r = |sintl — sintj + cos = sin“ ¢ + cos-.
(¢ inti — sintj tk| = V/2sin? ¢t 2

A skaldrmez6 a gorbén kiértékelve

f(x(t)) = V2 — cos?t,

tehat a meghatarozando integral

27
/ fas= [ )

27
= V2 — cos? tV/2sin? t + cos? dt
0

2m
= / (2 — cos®t) dt
0

=47 — 7 = 3m.

6. Integralja az u(x,y, z) = 2zyi — y?j + xzk vektormez6t azon téglatest befelé irdnyitott feliiletén, amelynek
egyik cstcsa az origd, és az onnan kiindul6 élvektorok a =i+ 2j+k, b=i—j+k ésc=—-i+ k.



Megoldds. Zart feliileten kell integralni a vektormez6t, tehat hasznalhaté a GauB-Osztrogradszkij-tétel. A
téglatest egy paraméterezése r(u,v,w) = ua + vb + we, ahol (u,v,w) € [0,1] x [0,1] x [0,1]. A Jacobi-
determindns (vagyis r parcidlis derivaltjainak vegyesszorzata)

1 1 -1
%?g—r:abc: 2 -1 0]|=-6,
u Ov Ow 1 1 1

ennek abszolutértékével kell majd u divergenciajat szorozni.
A divergencia
3ux L % . Ou,,

oy 0z

:2y—2y+x=x,

divu(z,y, z) =

tehdt
divu(r(u,v,w)) =u+v — w.

Mivel a feliilet irdnyitdsa befelé mutat, a divergencia térfogati integraljanak ellentettjét kell venni. Ha
S jeloli a feliiletet befelé mutatd iranyitassal, V a téglatest belsejét, dV pedig a peremét kifelé mutatod
irdnyitassal, akkor

/u-dA:—/ u-dA:—/divudV
S oV 14
11l
*—/ / / 6(u+v—w)dudvdw = 3.
o Jo Jo

. Sorfejtés segftségével hatdrozza meg az (2% — 1)y” — 22y’ + 2y = 0 differencidlegyenlet y(0) = 1, 3'(0) = 0
kezdeti feltételt kielégité megoldasat.
Megoldds. A megoldas 0 kézéppontt Taylor-sor alakjaban keressiik:

o0
= E anpx”
n=0

Ezt tagonkénti derivilas utan az egyenlet bal oldaldba helyettesitjiik, majd az indexek eltolasaval elérjiik,
hogy minden szummaban x ugyanolyan kitev6jli hatvanya szerepeljen:

(2 = 1)y" — 2z’ + 2y = (2* —1)i (n—1)apx —296271@” n 1+2Zan
n=0
:in(n—l)anx"—in(n—lan —2Znanm +22an "
n=0 n=0

M

(n(n —1)a, — (n+2)(n+ Dapt2 — 2na, + 2a,) x
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(= 1)(n = 2a, — (n+2)(n + anso) @
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A jobb oldalon 0, tehat a bal oldalon is 0 az z™ egytitthatéja, amibél az
(n—1)(n-2)

—a,

(n+2)(n+1)

rekurziét kapjuk. A kezdeti feltétel alapjan ag = 1 és a; = 0. A rekurzié alapjan a paratlan indexi
egyitthatok mind O-val egyenl6ek. A paros indextiek:

1 (-2)

An+42 =

2=y !
1-0
a4:ﬁa2:0
3-2
= Za,=0
ag 6.5(14 )

stb. A megoldds ennek alapjan y(x) = 1 + z2.



