Matematika A3 szigorlat — 2017. szeptember 14.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?
Megoldds. Ha 21 = r1(cos 1 +isinpy) és zo = ra(cos g +isings), akkor 2L = I (cos(p1 — p2) +isin(pr —
p2))-

. Hogyan jellemezhet6 egy differencialhaté fiiggvény konvexitdsa a derivalt segitségével?

Megoldds. Egy f : (a,b) — R differencidlhaté fuggvény pontosan akkor konvex, ha f’ monoton nd.

. Definidlja egy f:[0,1) = R fliggvény 0 és 1 kozotti improprius integraljat.

Megoldas. Ha f Riemann-integrélhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b < 1, és 1étezik a limy_,1 fob f(x)

hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fliggvény 0 és 1 kozotti improprius integraljanak nevezziik.

. Mondja ki a pozitiv tagii numerikus sorokra vonatkoz6 minoranskritériumot.

Megoldds. Ha Y a, = o0 és Vn € N: a,, <b,, akkor Y.~ b, = c0.

. Definidlja a v, va,.. ., v vektorok linedris fiiggetlenségének fogalmét. Adjon példat végtelen sok vektorbdl

allo linedrisan fiiggetlen rendszerre.

Megoldas. A vi,va,..., vy linedrisan fliggetlenek, ha a1vy + agvo + -+~ apvy = 0 esetén o = g = -+ =

ap = 0. Példa: az egyvaltozds polinomok vektorterében az 1, x,x2, 23, ... vektorok linedrisan fiiggetlenek.

. Irja fel az f(z,y) kétvéltozés figgvény (o, 1) pontbeli masodrendii Taylor-polinomjat.

Megoldds.

f(@o,90) + fr(x0,y0)(x — x0) + f, (%0, %0)(y — o)+

1 1
+ §f;’m(a:0,y0)(x —x0)* + Fay (@0, 90) (x — 20) (y — yo) + if;’y(y —y0)?

Ismertesse egy folytonos vektormezé vonalmenti integraljanak kiszamitasi modjat folytonosan differencial-
haté fiiggvénnyel megadott gérbe mentén.

Megoldds. Ha r : [a,b] — R? folytonosan differencidlhaté és v : R?* — R3 folytonos, akkor a v vektormezd
integralja az r gérbe mentén I = f; v(r(t)) - r(¢) dt.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldas. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
aldbb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Ismertesse a szukcessziv approximacié modszerét.

Megoldds. Az y' = f(x,y), y(zo) = yo kezdetiérték-probléma megolddsdnak szukcessziv approximéciéja
alatt a yo(x) = yo,

pusi(e) =0+ | "I on(0)) de

rekurziéval definialt fliggvénysorozatot értjik.

Definidlja az f1, fo, ..., fn : R = R elegend&en sokszor differencidlhato fliggvények Wronski-determindnsanak
fogalmat.

Megoldas. Az f1, fa,..., fn: R — R fliggvények Wronski-determinansa a

fi(z) faol@) o fal@)
fl(x) A - fi)

W=\ A
V@) @) - (@)

figgvény.

dz



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Hatarozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét:

1 2+ 17" — )
an = n? (1—cos) bn:+—e5
n nd+nl+1In°n

Megoldds.
2
1 1 —cos?d sin & 1
anznz(l—cos):n2 2’}2( 1") T 5
n 1+ cos® - = 1+ cos® = 2
mivel a zar6jelben 1évé kifejezés 1/n figgvénye és lim, o Si;”” = 1, mig a masodik tényezd nevez6jének 2 a
hatarértéke.
24177 — ¢(n®) e e<32) + % -1

lim ————— = lim ' S 5
n=oopd fnl4+1Inn  noee nl o4y non

A mésodik tényezd hatdrértéke —1, az els6 tényezd pedig végtelenhez tart, hiszen n! < n™ < (e™)™ = e™ .
Emiatt a szorzat minusz végtelenhez tart.

2. Végezze el az alabbi fluggvény teljes fliggvényvizsgalatat.

3
e 227 hax#0
flz) =
0 haxz =0
Megoldds. Dy = R, a fiiggvény paros, nem periodikus, egyetlen zérushelye a 0, mert az exponencidlis
fiiggvény sehol sem 0. 0-ban mindkét oldalrél O-hoz tart (és igy folytonos), hiszen lim,_ o —2%2 = —00,
és limy et = 0. limg_toeo —ﬁ = 0 miatt lim, 10 f(z) = 1, tehdt mindkét irdnyban vizszintes

aszimptotaja van. Mivel az exponencidlis fiiggvény szigortian pozitiv, az x = 0 pontban a fiiggvénynek
(globdlis) minimuma van. Az x > 0 félegyenesen szigortian monoton né, igy a parossig figyelembevételével
az értékkészlet Ry = [0,1).

Ha z # 0, akkor a derivalt és a masodik derivalt

s 3 s 1—22
Flay=em 5 f/(e) =9 57—

26

Az el6bbinek nincsen zérushelye, az utébbinak pedig x = £1 zérushelye.
A 0 pontban a derivalt

h _ 2
lim 1(h) O:li S = lim e 2"Vt =0,
h—0 h h—0 t—o00
a masodik derivalt
/ _ *%i
lim F'(h) =0 = lim € s = lim 36_%tt2 =0.
h—0 h h—0 h t—o0

f N infl " min J infl -

7 - - - o | + |+ | +

1 - 0 + 0 + 0 -
12}

————————————————— BO—-—-——-—-— - — - -




3. Hatarozza meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

7T -1 -12
A= |0 3 2
5 0 =8

Megoldds. Az els6 oszlop szerint kifejtve

det(A—AI)z(?—)\)‘S_/\ 2 -1 _12‘

0 —8—A 3-\ 2
=(T—=NA?+5X—24) +5(—12XA+34) = =N + 222 = A+ 2= —(A = 2)(\? + 1),

[+

tehat a sajatértékek 2,4, —i. Az (A — 2I)x = 0 egyenletet Gauss-eliminaciéval megoldva:

5 -1 —12 5 -1 —12
0 1 2 [™=lo 1 2 NB _11 _212],
5 0 —10 0 1 2

tehdt a 2 sajatértékhez tartozéd sajatvektorok (2, —2,1) tobbszorosei. Az i sajatértékhez tartozé sajétvek-

torokat hasonléan hatarozhatjuk meg:

70 —1  —12 5 0 -8—i e B0 —8—i .
0 3-i 2 |["R¥ o 3 o2 [T loos-i o2 |~ 00 T
5 0 —8—i T-i -1 12 0 -1 -2- !

i

5
alapjan ezek (8 + i,—3 — 4,5) tobbszorosei. A —i sajatértékhez tartézé sajatvektorok ezek konjugéltjai
lesznek, tehat (8 — i, —3 + 4, 5) tObbszorosei.

4. Hol vannak és milyen tipustak az f(z,y) = (22 — 1)% — (y? — 1)? fiiggvény lokalis széls6értékei?

Megoldds. A figgvény mindenhol differencidlhaté, lokélis széls6értéke ott lehet, ahol a gradiens 0.

Fi(@,y) = do@® — 1)
fo(z,y) = —4y(y® — 1)
alapjan a lehetséges helyek © = —1,0,1, y = —1,0,1 (6sszesen 9 pont). A méasodik derivalt métrix
1" 12

() fa(x, y)}
v y)  fo (@)

1222 — 4 0
0 12y% — 4|’

sajatértékei 1222 — 4 és —12y? + 4, mivel diagondlis és ezek a f64tl6 elemei. Az elébbi pozitiv, ha z = +1,
negativ, ha x = 0, mig az utébbi pozitiv, ha y = 0, negativ, ha y = £1. Tehat lokalis minimum van az
(1,0) és (—1,0) pontokban, lokdlis maximum van a (0, 1) és (0, —1) pontokban, mig (—1,—1), (1,—1), (1,1),
(=1,1), (0,0) nyeregpontok.

Y . T . 2z
1+ (xy+22)21 1T (:cy+z2)2‘] 1T (zy + 22)2
r(t) = ti + t2j + t(1 — t)k gérbe mentén ¢t = 0 és t = 1 paraméterértékek kdzott.

k vektormez6 integraljat az

5. Szamitsa ki a v(z,y, 2)

Megoldds. Az integralt kozvetleniil is ki lehet szdmolni, de ha észrevessziik, hogy a vektormezé potencidlos,
akkor egyszeriibb a gorbementi integralra vonatkoz6 Newton—Leibniz-tételt hasznalni. Egy potencialfiigg-
vény

B x 0 v T i 2¢
tea = [ reerer et | mrmrer )t rer©
= 0+ [arctan an])—§ + [arctan(zy + ()] i;

= arctan zy — 0 + arctan(zy + 2%) — arctan(zy) = arctan(zy + 22).

Ennek parciélis derivaltjai valéban v komponensei. A Newton—Leibniz-tétel szerint a keresett integral értéke
egyenld f megvaltozasaval a két végpont kozott, tehat

/v e = [(e(1)) ~ f((0) = £(1,1,0) ~ £(0,0,0) = arctan(1) = .

6. Hol van a témegkozéppontja az 22 + 32 < 4, 0 < z < 3 —y egyenlStlenségek altal meghatérozott tartomanyt
kitolté egyenletes tomegeloszlasu testnek?



Megoldas. Az alakzatot két sik vagja ki egy olyan hengerbdl, amelynek tengelye a z tengely, igy érdemes
hengerkoordindtdkat haszndlni a szdmoldshoz: r(r, ¢, z) = rcos @i + rsin ¢j + zk, a Jacobi-determindns r.
Az integraldsi tartomédny ekkor r € [0,2], ¢ € [0,27], 0 < z < 3 —sin¢. A témegkozéppont koordindtai
az elsérendii nyomatékok és a térfogat hanyadosai, az elébbieket a koordinatafiiggvények integralasival
hatdrozhatjuk meg. A sziikséges integralok:

2 2m 3—sin ¢ 2 27
/ / / rcos¢-rdzd¢dr=/ rzdr/ (3cos ¢ — cospsing)dg =0
o Jo Jo 0 0

2 27 3—sin ¢ 2 27 8
// / Tsin¢~rdzd¢dr:/ rzdr/ (3sin¢)fsin2¢)dgz5:f*ﬂ'
o Jo 0 0 0 3
2 27 3—sin ¢ 2 2w s 2
/ / / z~rdzd¢>dr:/ rdr/ (93Sin¢>+sm d)) d¢ = 197
o Jo Jo 0 0 2 2

2w p3—sing 2m
/ / / rdzd(bdr—/ rdr/ (3 —sing¢)d¢ = 127.

Ennek alapjén a tomegkozéppont koordindtéi: ( ,—%, E)

és

. Hatérozza meg az y™) — 8y” + 16y = 2* differencidlegyenlet altaldnos megoldsat.

Megoldas. Az egyenlet allandé egyiitthatos linearis, el0szor a homogén egyenletet oldjuk meg a karakterisz-
tikus egyenlet segitségével: 0 = A —8A\% + 16 = (A — 2)2(A +2)2. A gyokok +2, mindketts kétszeres, igy a
homogén egyenlet 4ltalinos megoldasa Ae?® + Bxe?® + Ce 2% 4 Dxe 2%,

Az inhomogén tag exponencidlis, a kitevében z egyiitthatdja gyoke a karakterisztikus egyenletnek, tehét
kiils6 rezonancia is van. Ennek megfeleléen az inhomogén egyenlet megoldasat y(xr) = Ca2e?® alakban
keressiik. A derivaltak:

20e%* 1 4 20?12

y'(x) =

y"(x) = 2Ce*® + 8Ce** x + 4Ce* 2?

y" (x) = 12Ce** + 24Ce* x + 8Ce*"2*
y W (z) = 48Ce?® + 64Ce* x + 16Ce> 2.

Ezeket az egyenletbe irva

= 48Ce* 4 64Ce* x + 16Ce* 2% — 8(20€** + 8Ce*"x + 4Ce**1?) + 1602 e*”
= 32Ce*

adddik, tehat C' = és igy az egyenlet altalanos megoldésa

32’

1
y(z) = 5gn2e2'jc + Ae®*® + Bxe®® + Ce ?* + Dxe 2",



