Matematika A3 szigorlat — 2017. december 18.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?
Megoldds. Ha 21 = r1(cos 1 +isinpy) és zo = ra(cos g +isings), akkor 2L = I (cos(p1 — p2) +isin(pr —
p2))-

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flz) =y

. Hogyan jellemezhet6 egy differencidlhaté fiiggvény konvexitasa az els6 derivalt segitségével?

Megoldds. Egy f : (a,b) — R differencidlhaté figgvény pontosan akkor konvex, ha f’ monoton né.

. Definidlja a fiiggvénysorok egyenletes konvergencidjanak fogalmat.

Megoldds. Egy f, figgvénysor a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalmaza)
egyenletesen konvergens és 6sszegfiiggvénye ott s, ha VeINy € NVavVn > No : |s(z) — > 1o fe(z)] < e

. Adja meg a métrixok rangjinak harom ekvivalens jellemzését.

Megoldds. Néhény példa: oszlop/sorvektorok altal kifeszitett altér dimenzidja, linedrisan fiiggetlen osz-
lop/sorvektorok maximalis szdma, maximalis méreti nemnulla determindnst négyzetes részmétrix mérete,
képtér dimenzidja, 1épcsds/redukélt 1épesds alakban a nemnulla sorok szdma.

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény (z¢,yo) pontbeli differencidlhatésigénak fogalmét.

Megoldds. f(z,y) differencidlhat6 az (x¢, yo) pontban, ha léteznek olyan A,, A, szdmok, amellyel

f(@,y) = f(@0,90) — Az — 20) — Ay(y — ¥0)

lim =0.
(@.9) = (z0,20) V(@ —20)2 4 (y — y0)?

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezo skalarpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormez6. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen osszefiiggd)
és rot v = 0, akkor 1étezik a D tartomanyon skaldrpotencial.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomény, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatarol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Ismertesse a szukcessziv approximacié fogalmat.

Megoldds. Az vy = f(x,y), y(zo) = yo kezdetiérték-probléma megolddsdnak szukcessziv approximécidja
alatt a @o(z) = yo,

| " e pnlE) de

rekurzioval definidlt fliggvénysorozatot értjiik.

Definidlja az f1, fa, ..., fn : R = Relegendben sokszor differencidlhato fiiggvények Wronski-determinansanak
fogalmat.

Megoldds. Az fi, fa, ..., fn: R = R fiiggvények Wronski-determinansa a

A@) R - @

A B - f)
W(x) = : : :

V() gDy . D)

fliggvény.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékeit.

_ n—T1 — 41 3 A L3 —
an(n+2)ln(n+2) bn7n<\/n +nd+n—+vni4+n 3n)

Megoldds.

lim a, = lim (n+ 2) ln< 7>
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= lim In
n— o0

lim b, = lim n(\/n4+n3+n—\/n4+n3—3n)

n—oo n—oo

n* +nd +n— (n*+n® - 3n)

= lim n
n—00 \/n4+n3+n+\/n4+n3—3n
4n?
= lim
n—00 \/n4+n3+n+\/n4+n3—3n
= lim =4

e \/1+ +5 +\/1+
2. Szamitsa ki az

[
————dx
oo T+ 522+ 4

integral értékét.
Megoldas. Az integrandus racionélis tortfiggvény, a szamlalé foka kisebb mint a nevez6é, tehat parcialis
tortekre bontédssal kezdjiik. A nevezd x* + 522 + 4 = (22 + 1)(z? + 4), tehat
1 _Az+B  Cx+D

ri4 52 4+4 2241 2 +4
teljesiil valamely A, B, C, D valés szamokra. A kézds nevezével megszorozva 1 = (A + C)a® + (B + D)z? +
(4A+ C)x + (4B + D) a feltétel, amibél B = D = 0, A = —C = %. Ennek segitségével elészér a primitiv
fliggvényt hatarozzuk meg:

/ 1 . _/ 11 11y,

A2 +4 0T 3152 34122)Y
_/l 1 1 1 d
IVACIEZRN T

L L rctan 4+ C
— —arctanx — — arctan — .
3 6 2

A kiszamitandoé integral improprius, az integralasi tartoményt két részre kell bontani, és mindkét részt
hatarértékkel definialjuk:

o 1 0 1 o 1
= dx= S — ———d
/,oox4+5m2+4 v [mx4+5x2+4 er/o o P R el

0 b
1 1
= lim ———————dz + lim ————d
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3. Hatarozza meg az

2 1
A=1|8 0
1 -2

NG =

matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Van-e sajatvektorokbol allo bazis?
Megoldds. A sajatértékek a det(A — AI') polinom gyokei. A determindnst szdmolhatjuk példdul az elsé sor
szerinti kifejtéssel:

2-Xx 1 1
det(A—X)=| 8 -\ 5
1 -2 1-2

=2-XN(=A1-X)+10) — (8 —8A—5) + (—16 + )
=N 43N -3\ +1=—-(A—1)>

tehdt az egyetlen sajatérték az 1 (hdromszoros multiplicitdssal). Az ehhez tartozé sajatvektorok meghatd-
rozasdhoz végezziink Gauss-elimindciét az A — I matrixon:

1 1 1 1 1 1
8—15~0—9—3~B§ﬂ,
1 -2 0 0 -3 -1

tehat a megoldés

t|1
-3

Eszerint a sajatvektorok csak egydimenzids alteret feszitenek ki, vagyis nem létezik sajatvektorokbol allé
bézis.
4. Trja fel az

- zfa;(;sin:r ha x 7é 0
fe) = {o ha z = 0

figgvény xo = 0 kézépponti Taylor-sorat.
Megoldds. ElSszor az arcsinx Taylor-sordat hatarozzuk meg. A derivalt a binomidlis sor specidlis eseteként
irhato fel:

arcsin’ r = ———— = (1 — z2)71/2

N
S () ()

A hatvanysort a konvergenciatartomany belsejében tagonként integralhatjuk. Figyelembe véve, hogy arcsin 0 =
0, ebbdl

e (U2 (D" i
arCSIIll'—Z( n )Wl‘

n=0

adddik. Az elsd tag egyiitthatdja 1, tehdat f(x) analitikus és

T L=

5. Hatdrozza meg az 22 + 32 = 1 egyenletii gérbe x > 0, y > 0 darabjénak tomegkozéppontjat.

Megoldds. A tomegkozéppont koordindtai az elsérendil nyomatékok (azaz a koordindtafiiggvények integral-
jai) és az ivhossz hanyadosai. A gorbe egy lehetséges paraméterezése r(t) = costi + sintj (¢t € [0,7/2]), a



sziikséges integralok

/2 /2 /2 -
/ \f(t)|dt:/ \/(—sint)2+(cost)2dt:/ dt = =
0 0 0 2
w/2 /2
/ cost\r"(t)|dt:/ costdt = [smt]w/2 1
0 0

/2 /2
/ sint\i‘(t)|dt:/ costdt = [—cost]?/? = 1.
0 0

Ennek alapjan a tomegkozéppont a (2 2) pontban van.

Megjegyzés. Ugy is lehet érvelni, hogy az alakzat az x = y egyenesre tengelyesen szimmetrikus, tehat a
tomegkozéppont is ezen az egyenesen helyezkedik el. Ekkor elég az egyik koordinatdt meghatarozni.

. Szdmitsa ki az u(z,y,2) = (23 + 2zy?)i + (2?2 + 22?)j + (2% + 2y?)k vektormez$ integriljit az origd
kozépponti 2 egység sugart gémb feliiletén kifelé mutaté iranyitas mellett.

Megoldds. Az integralt kozvetleniil is ki lehet szamitani, de a szimolds egyszeri(ibb, ha a Gauss—Osztrogradszkij-
tétel alkalmazasdval térfogati integralra vezetjik vissza. Ehhez ki kell szdmolni a divergenciét:

O(x® + 2xy?)  O(2?z+22%)  9(23 + 29?)
+ +
oz Jy 0z
=32% 4+ 20 + 0+ 322 + 92 = 3(a? + % + 2?)

divu(z,y, z) =

A keresett integral megegyezik a divu skalarmezé origd koézéppontu 2 egység sugart gdbmbon vett térfogati
integrdljdval. Ennek szdmoldsdhoz érdemes gombi koordindtdkat haszndlni: r(r,d,¢) = rsindcospi +
rsind sin pj + r cos 9k, a Jacobi-determinans 72 sind, divu(r(r,9,)) = 3r?, az integraldsi tartomanyt a
0<r<2,0<9<m, 0<p <27 egyenlbtlenségek hatdrozzék meg. Az integrél tehat

/ u-dA = /lelldV
av
2m T 2
/ //37" Zsind dr dd de :3~27T/ sin ¢ dv rtdr
0 0

2 4
= 67 [— cos g [5]0 = 1271'-% = %ﬂ'.

. Hatdrozza meg az y" — 4y’ + 5y = 2?2 differencidlegyenlet altaldnos megoldésat.

Megoldas. Az egyenlet dllando egytitthatés linedris, el0szor a hozza tartozé homogén egyenletet oldjuk meg:
" — 4y’ + 5y = 0. A karakterisztikus polinom A2 — 4\ + 5, ennek gyokei a megolddképlet alapjin

4+/16-2
Ai:#:zi\/qzum

Eszerint a homogén egyenlet dltaldnos megoldasa Ae®® cosx + Be?® sin x.
Az inhomogén tag polinom, tehat az inhomogén egyenlet megoldasat is kereshetjiik ugyanilyen foku polinom
alakban. y(z) = Cy + C12 + Cz2? behelyettesitése utdn az egyenlet

2C2 — 4(C1 + 202%) + 5(00 + Cl.’E + 021'2) = 1’2,
ami akkor teljesiil minden x értékre, ha

2C5 —4C1 +5C, =0

—8Cy +5C; =0
5Cy = 1.
Az egyenletrendszer megoldasa Cy = %, Ci = %, Co = 125 Tehat a differencidlegyenlet altaldnos megoldasa
22 8 1
y(x) = —= + —x + —x? + Ae*® cosz + Be*"sinz.

125 25 5



