Matematika A3 szigorlat — 2018. januér 08.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Fejezze ki az a + bi komplex szam trigonometrikus alakjat a és b segitségével, ha a < 0, b € R.
Megoldds. r(cos ¢ + ip), ahol r = Va? + b2, ¢ = 7 + arctan 2.

. Irja le logikai jelek segitségével, hogy mit jelent az, hogy egy szdmsorozat divergens. Adjon példat korlatos

divergens szamsorozatra.
Megoldas. Az (ay) sorozat divergens, ha VA € R3e > OVNy € NIn > Ny : |[A—a,| > e. Példdul a,, = (—1)".

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),

amire f/(c) = W

. Mondja ki a pozitiv tagii numerikus sorokra vonatkozé majoranskritériumot.

Megoldds. Ha Eff:o b, <oc0ésVneN:0<a, <b,, akkor ZZO:O ap < 00.

. Definidlja a vi,vs,..., vy vektorok linearis fliggetlenségének fogalmaét.
Megoldds. A vi,va,..., v linedrisan fliggetlenek, ha a3 vy + aove + - apvy = 0 esetén ay = g = -+ - =
ap = 0.

. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(x,y) kétszer differencidlhaté kétvaltozos fiiggvénynek az (xq, yo)

pontban lokalis széls6értéke legyen.

Megoldds. Ha f.(zo,y0) = f/(x0,y0) =0 és Tzz(w0,0)  fya (o, o) > 0, akkor az (xg, yo) pontban lok4lis
x ? Yy ) ql;ly(x07y0) fé/y(x(hyo) I 9

széls6érték van.

Mikor neveziink egy v vektormezot (skaldr-)potencidlosnak?

Megoldds. v potencialos, ha létezik olyan f fiiggvény, amivel v = grad f teljesiil.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 95, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor u-dr = / / rotu - dA.
as s

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = %u(m,y) és Q(z,y) = a%u(x,y) teljestil.

Irja fel az n-edrendii linearis differencidlegyenletek dltalanos alakjat.

Megoldds. ay,(x)y™ + an_1(z)y™ D + -+ a1 (z)y + ao(z)y = b(x)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
3
1. Végezze el az f(x) = 3;671 fuiggvény teljes figgvényvizsgalatat.
22 _

Megoldds. A fiiggvény a nevezd zérushelyeit kivéve mindenhol értelmezett, tehat Dy = R\ {—1/v/3,1/v/3}.
Pératlan, nem periodikus. A hatarértékek

lim =— lim =o
Tr—ro0 r—r—00
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lim =—-— lim =-c©
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Az értékkészlet ennek alapjan Ry = R, hiszen minden értéket mar a (—1/+v/3,1/+/3) intervallumon felvesz.
A derivaltak

o 32%(32%—1)—2® 6z 32°(2® - 1)
f (JU) - (3$2 _ 1)2 = (sz — 1)2
) = (122% — 62)(322 — 1) — 2% -2(322 — 1) - 62 —6x (22 + 1)

(322 — 1)2 (322 —1)3
tehat f’ zérushelyei 0,—1,1, f” egyetlen zérushelye 0. Az eldjelek a kovetkezd tdblazat szerint alakulnak:
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2. Hatarozza meg az alabbi integralokat:

/x2ln23:da:
/x\/m2—4x+5dm

Megoldds. Az els6 integralt két parcidlis integraldssal lehet kiszdmitani, a logaritmusos tényezét derivédlva:
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A maésodik integralban a négyzetgyok alatt mésodfokd polinom &ll, ezt teljes négyzetté alakitjuk: 2 — 4z +
5= (x —2)?+1, tehat x — 2 = sinh ¢, do = cosh t dt helyettesités célravezetd, mivel ekkor 22 —4x + 5 =

V1 +sinh®t = cosht. Eszerint
/:c\/:cQ — 4z +5dz = /(2 + sinh ¢) cosh ¢ - cosht dt
= /(2 cosh? t + sinh t cosh? t) dt

= /(1 + cosh(2t) + sinh ¢ cosh? t) dt

h3 ¢
COS + C

1
= t+ 5 sinh(21) +

cosh® arsinh(z — 2)

C
3 +

1
= arsinh(z — 2) + 3 sinh(2 arsinh(x — 2)) +

1
= arsinh(z — 2) + = (22 —x — 1)V/22 — 4o + 5+ C.

3

. Hatérozza meg az

10 -4 17
A= |14 0 6
-4 2 -7

matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Van-e sajatvektorokbol allé bazis?

Megoldds. A sajatértékek det(A — AI) gyokei. A determinédns az elsé sor szerint kifejtve

10-XA —4 17
det(A—A)=| 4 =X 6 |=(10—N)(A2+7A—12) — (—4)(—4A — 28 + 24) + 17(8 — 4))
42 —T—

=N 437 -2 = - A\ -1)(A—2).

Ennek hirom kilénbo6z6 (és igy egyszeres) gyoke van: 0, 1, 2, tehat 1étezik sajatvektorokbdl 4116 bézis.
A X\ = 0 sajatértékhez tartozd sajatvektorok

10 =4 17] w2 [2 0 3] smss[2 0 3
40 6[R2|10 —4 17| R0 -4 2 821283[

-4 2 -7 -4 2 -7 0 2 -1

2 0 3
0 2 -1

alapjan [—3 1 Q]T tobbszordsei.
A )\ =1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok
9 —4 17| si—2s2 |1 —2 5 1 -2 5
4 -1 6| P4 -1 6| R0 7T 14 A [1 = 5]
-4 2 -8 0 1 -2 0 1 -2 01 -2
alapjan [71 2 1] tObbszorosei.

A )\ = 2 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

51/2

8 —4 17 4 =2 6] sm-2a[4 =2 6] /5

4 =2 6 |TR= |8 —4 17| L o o0 5 | WE [2 1 3]

—4 2 -9 —4 2 -9 0 0 -3 0 01
alapjan [1 2 O]T tobbszorosei.
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. Hatarozza meg a E " sor konvergenciatartomanyat.

nlnn
n=2

Megoldas. A megadott fiiggvénysor 0 kbzépponti hatvanysor, el0szor a konvergenciasugarat hatarozzuk meg
a Cauchy—-Hadamard-tétel segitségével:

n 2737/ + 9 3. lvVn+9 3
—————— =2""limsup =277,
n— 00 nlnn n—o0o nlnn

l = lim su
R p




mivel n bdrmely (pozitiv féegylitthatéji) polinomjdnak n. gyokének 1 a hatdrértéke és 1 <Ilnn < /n<n
ha n > 3.

Meg kell még vizsgalni a konvergenciaintervallum két végpontjit, azaz a —8 és 8 pontokat. Az z = —8
pontban

0 4_3n n 9] n
i Ak R SRR Ut

nlnn nlnn
n=2 n=1

Lebniz-tipusi sor: a tagok el6jele valtakozik, az abszolutérték

vn+9 1+9 1

nlnn n n2lnn’

ami két monoton csokkend pozitiv nullsorozat szorzata, tehat maga is monoton csékkend nullsorozat. Tehat
az © = —8 pontban a sor konvergens.
Az x = 8 pontban a tagokat alulrél becsiilhetjiik: tetszéleges a > 0 szamhoz létezik olyan kiiszob, ami felett

Inn < n®, tehat
273n1/n+98n7 \/n—|—9> vn _ e

nlnn nlnn — n-n®

pl. a = 1/2 vélasztdssal azt kapjuk, hogy a > -, % harmonikus sor minoralja az eredeti sort, tehat itt
divergens.
A konvergenciatartomény [—8,8).

. Integralja az f(z,y, z) = 222 skaldrmez6t az 22 + y? = 4 hengerpaldst 0 < z < 4 darabjan.
Megoldds. A felillet egy paraméterezése r(u,v) = 2cosui 4+ 2sinuj + vk, ahol u € [0,27], v € [0,4].

f(r(u,v)) = 4cos?(u)v, a parcialis derivaltak vektorialis szorzatdnak abszolutértéke pedig

or Or
Xi

u "~ Qv

= |(—2sinui + 2cosuj) x k| = /(—2sinu)? + (2cosu)? = 2.

Az integral ezek alapjan

27 pd 4 27 274 . 27
1 2 2
/ / 40082(u)v~2dvdu:8/ vdv/ mdu:S S|E R g
o Jo 0 0 2 2,12 4 |,

1 -2y

V1—22

. Hatarozza meg az + V1 — 22y’ = 0 differencidlegyenlet y(0) = 1 kezdeti feltételt kielégité megol-
dasat.
Megoldas.

0 (1—uy ) T 0

il = _ = —+/1—22

dy (\/1—3;‘2 V1— 22 ox

tehat az egyenlet egzakt. Egy potencidlfiiggvény

u(z,y) = —d +/ 1—22dn = arcsinz + 1—22
(@)= | et [ Visa sV

Az altalanos megoldds implicit alakban u(z, y(z)) = C, a kezedeti feltétel alapjan C' = u(0,y(0)) = u(0,1) =
1. Explicit alakban y(z) = (1 — arcsinz)/v1 — z2.

. Oldja meg az y" + 6y" 4+ 9y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = 1, y'(0) = —1, y”(0) = —3 kezdeti feltétel
mellett.

Megoldds. Az egyenlet homogén lineéris alland6 egyiitthatés, a karakterisztikus polinom A3 + 6A% 4+ 9\ =
A+ 3)2, tehat belsd rezonancia van. Az dltaldnos megoldés és derivaltjai

y(z) = Ae™" + Bze ™" + C 1=y(0)=A+C
y'(x) = —3Ae™3* + Be 3 — 3Bxe 3" -1=9(0)=-34A+B
y'(x) = 9Ae 3" — 6Be 3% + 9Bae 3" —3=1y"(0) =94 - 6B,

az egyenletekbél A =1, B =2, C = 0. A megoldas y(x) = 3% 4 2ze73%,



