Matematika A3 szigorlat — 2018. januar 15.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosg + isinps), akkor z1zo = rira(cos(1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definidlja az f : R — R fliggvény xq pontbeli folytonossagat.

Megoldds. Ve > 036 > OVx € (xg — 0,20+ 0) : |f(z) — f(x0)] <e.
Irja fel az (elegendben sokszor differencialhatd) f fiiggvény g € Dy pont kériili n-ed fokd Taylor-polinomjét.

A k
Megoldds. Z ?(x — )",
k=0

Definiédlja a Leibniz-tipust sor fogalmat. Adjon példat is ra.
Megoldds. Y°

Yos (=D

Definiédlja a linearis transzformacidk sajatértékének és sajatvektordnak fogalmat.

an, Leibniz-sor, ha a tagok valtakozé eléjelliek, |ay| monoton csokken és |a,| — 0. Péld4ul

Megoldas. Legyen V vektortér a K test felett felett, L : V — V linearis transzformécié. Az L sajatvektora
v A € K sajatértékkel, ha v #£ 0 és L(v) = X - v.

Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(z, ) differencialhaté fiiggvény grafikonjét az (2o, yo, f (2o, %0))
pontban érinti.

Megoldds. z = f(xo,v0) + fr(w0,90)(x — 20) + fy(x0,%0)(y — Yo)-
Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R? differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgérbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |&(¢)| dt.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldas. Legyen V korlatos tartomdny, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
aldbb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Mondja ki a Picard—Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a méasodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégito lokdlis megoldésa, és az egyértelmii.

Definiédlja a linearis allandé egytitthatés homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét és irja
fel annak segitségével az altalanos megoldast.

Megoldds. Az any™ + an_1y™ Y + -« + a1y + agy = 0 lineéris allandé egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az a, A" + a1 A" "1 + -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-

kei Ay,..., A, multiplicitdsuk rendre mq,...,m,, akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy béazisa
e)\la: xmlfle)\lz eA,.z xm,.fle)\,,.w
ey e ey .



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.

2n 4+ 7.3 —n" el/n —1
ay, = b, =

17—7 4+ nl — nd0 vnZ4+1—n

Megoldds. Az els6 sorozat szamlaléjabol és a nevezdjébdl is kiemeljiik a legnagyobb nagysigrendii tagot:

9 n
3
n" 2L 72— —1
lim a, = lim —-2" ——n* __ t =
n 7l50

—0o0
' 17*71 b

mivel o~ K n® € " K n! < n"™ minden « > 1 esetén, igy az els6 tényezé végtelenhez, a masodik pedig
—1-hez tart. (f, < g, jelentése: f,/gn — 0.)
A mésodik sorozatot gyoktelenitjiik:

) _el/n—1 1 Ce/m—1 VnP4+1+n V1 /1+1+1

" 1/n n(vn2 +1—n)  1/n nm2+1-n2) 1/n n? '
A maésodik tényez hatérértéke 2. Az elsd tényezd az x +— (e — 1)/x fiiggvény és n — 1/n kompozicidja.
Mivel 1/n — 0, ennek hatarértéke

Tehat a b sorozat hatarértéke 2.
2. Végezze el az f(x) = (222 + x + 1)e~* fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.

Megoldds. Dy = R, nem paros, nem paratlan, nem periodikus. A hatdrértékek

lim (222 +z+1)e =0

T—00
lim (22° 42+ 1)e™® = 00
r—r—00
A derivaltak
flz)= @z + e ™+ (22 + o+ 1)(—e ™) =2(3 — 22)e” "
(@) =3 -2z)e " +z(-2)e " +2(3—2z)(—e ") = (z —3)(2x — 1)e” ",

tehdt f’ zérushelyei 0, 3/2, f” zérushelyei pedig 1/2 és 3. Az eldjelek a kovetkez6 tablazat szerint alakulnak:

[ (00 [ 0[O [ 3 |G2][ 3 [G3]3 [Boo)]
f \ min / infl - max infl "
7 - o + |+ ] + 0 - - -
f" + + + 0 - - - 0 +
lim M = lim (235 +1+ 1) e ¥ = —00,
r——00 I T——00 x

tehét nincs ferde aszimptota. (co-ben mér lattuk, hogy vizszintes aszimptota van.)
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3. A ¢ paraméter mely értéke mellett 1étezik megoldasa az

T —3x9 — Tx3 =0

—2x1 +4x3 =4
T, — X9+ 33 =cC
T, — 3Ty + 3x0 =8

egyenletrendszernek? Oldja is meg ezen érték mellett.

Megoldas. A kib6vitett matrixon Gauss-eliminaciét végziink:

1 -3 —7|0] sat2sn [1 =3 =7 |0 1 -3 —-71]0
—2 0 4 4] B9 |0 =6 =10 | 4] ses |0 2 10 | ¢
1 -1 3 |e|l T Jo 2 10 |el 7 |0 -6 —10|4
1 -3 3|8 0 0 10 |8 0 0 10 |8
1 -3 -7 0 1 -3 —-7] o0 1 -3 -7 0
s3+3s2 0 2 10 C S34>S4 0 2 10 C S4—283 0 2 10 C
“ lo 0 20|4+3¢| T o o 10 8 ~ lo o 10 8
0 0 10| 8 0 0 20 |4+3c 0 0 0 |-12+3c

Az utolsé sor ellentmondés, ha ¢ # 4, ha viszont ¢ = 4, akkor az egylitthatéméatrix és a kib&vitett matrix
rangja is 3, tehat 1étezik megoldds. A 1épcsés alakbdl alulrdl felfelé haladva leolvashatjuk az ismeretlenek

értékét is: T3 = %7 To = —27 €T = _%

. Legyen f az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyre 2 € (—m,7] esetén f(z) = 2° teljesiil. Irja fel f
Fourier-sorat. Mely pontokban allitja elé a Fourier-sor a fiiggvényt?

o0
Megoldas. A fiiggvény pératlan, tehat a Fourier-sora tisztdn szinusz sor: Z b, sinnx, ahol az egyiitthatdk
n=1
1 ™
b, = 7/ 2% sinnz dz
T™ )7
_ 1 (_cosna:)]"f/’:’T B l/ﬁ 32 (_cosm;) dz
T L n T=—T ™) _x n
1[ 5/ cosnz 9 sinnz\ 1" I sinnx
:fx(— )—396 i + = bz | —— dx
T | n n e T g n
1[ 5/ cosnx 9 sinnx cosnz\ | " 1 (™  [cosnx
:fx(— )—3x -2 +6x< 3) + = 6( 3)dx
T | n n n R | g n
272 12
= (-1 n+1<" —1)n==
e

Mivel szakaszonként folytonosan differencidlhaté, a Fourier-sor minden pontban konvergens, Osszege az f
adott pontbeli bal- és jobboldali hatarértékének szamtani kozepe. Ez az (2k+ 1) (k € Z) pontok kivételével
a fiiggvényértékkel egyezik meg.

. Hatdrozza meg az f(x,y,2) = /22 + y? fiiggvény integraljat a 0 < z < 1 — 22 — y? egyenl6tlenségek altal
meghatarozott tartomanyon.

Megoldds. Hengerkoordindtdkat érdemes hasznalni: r(r, ¢, z) = r cos ¢pi+r sin ¢j+ zk, a Jacobi-determindns
r, a paramétertartomany {(r, ¢, z)|r € [0,1],¢ € [0,27],0 < z < 1 — 72}, f((r)(r, ¢, 2)) = r, tehat a keresett
integral

1 p2m pl—r?
/de:// / r?dzdepdr
1% o Jo Jo
1 2m
:/ / (1 —7r®)r?dedr
o Jo

1
= 27r/ (r? —rtydr
0

_o (L 1) _ 4
—\375) T 1"

6. Szamitsa ki az u(z,y,2) = (day — 222)i + (222 + 22)j + (=22 + 2y2)k vektormezd integraljat az r(t) =

costi+ sintj + tk csavarvonal mentén, annak ¢t = 0 és t = m paraméterértékek kozotti darabjan.



Megoldds. u az egész téren differencidlhato6 és

rotu(z, y, 2) = (8(—x2 +2yz)  0(22% + zz)) - (8(4xy —22z)  9(—2®+ 2yz))j

dy 0z 0z Ox
2,2 _
n 0(22° +2%)  O(dwy — 2zz) X
ox dy

=(2z — 22)i+ (—2x — (—2x))j + (4x — 42)k = 0,

tehat potencidlos. Az integral kozvetlen szamolasanal valamivel egyszeriibb a gérbementi integrélra vonat-
koz6é Newton—Leibniz-tételt hasznalni, ehhez u egy potencialjat kell meghatarozni:

z

fa) = [ w00+ [Cunoans [Cutrod
mem+[7%%m+l7aﬁ+mox
=04 22% + [—z2C + y(ﬂgi; =222y — 2%z + y22.
A Newton—Leibniz-tétel alapjan

/ w-dr = f(r(m) — f(£(0)) = F(~1,0,7) — £(1,0,0) = —.

142+ 22 _

z(1 4 22) YT 1
Megoldds. Az egyenlet inhomogén linedris, el6szor a hozzé tartozdé homogén egyenletet oldjuk meg. Minden
elsérendli homogén linearis differencidlegyenlet szétvalaszthaté:

. Hatédrozza meg az y’' —

5 differencidlegyenlet dltaldnos megoldasét.

y 142+ 22
y  a(l+a?)

)

mindkét oldalt x szerint integraljuk. A jobb oldalt az integralashoz el6szor parcialis tortekre kell bontani:

l+z+a2> A Bx+C
r(14+22) =z 1422’

azaz 1 + o+ 22 = A1+ 2%)+ (Bx +C)z = (A+ B)2> + Cx + A, ami A =1, C = 1, B = 0 mellett lesz

azonossag.

1+z+a° 1 1
In |y(z)| = / S0t dz = /; + A+ dz = In |z| + arctan(z) + C,

tehat a homogén egyenlet dltalanos megolddsa y(z) = Cwe?retan®,
Az inhomogén egyenletet az dllanddk varidldsdnak moddszerével lehet megoldani: a y(x) = c(x)ze
behelyettesitésével kapott egyenlet

arctan x

arctanx __ z

/
d(x)xe =T

ebbdl
B e~ arctan x B ~arctan

A differencidlegyenlet altaldnos megolddsa tehat y(x) = —x + Cxedretane,



