Matematika A3 szigorlat — 2018. februar 8.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos fiiggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik x € [a, b], amire
flz) =y.

. Definidlja egy f fiiggvény xo pontbeli derivaltjat.

f(xo + h) — f(xo) vagy lim f(zo) — f(2)

Megoldds. lim
9 h—0 h z—z0 To—

. Mondja ki az egyvaltozés fliggvényekre vonatkozé Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencidlhaté (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor f; f(x)dz = F(b) — F(a).

. Definidlja a (valds vagy komplex) vektortér fogalmét.

Megoldds. AV halmaz a + : V. xV — V és - : Kx V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo € Via,f € K:a-(8-v) = (aff) v, és Yu,v € V,a,5 € Kesetén (a«+ ) v =a-v+ v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Mit neveziink abszolit konvergens numerikus sornak? Adjon példat olyan sorra, amely konvergens, de nem

abszolut konvergens.
Megoldds. A Y7 nHni

an sor abszolit konvergens, ha Y77 |a,| konvergens. Példaul Y 7 (=1)" .

n=no

. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(z,y) kétszer dlfferenmalhato kétvaltozds fiiggvénynek az (zo,yo)

pontban lokalis széls6értéke legyen.

Megoldas. Ha f.(x0,y0) = fI(x0,y0) = 0 és f%‘( Z0:0)  fyz (%0, Y0) > 0, akkor az (x¢, yo) pontban lok4lis
Y xy(x(),yO) f (anyO)
széls6érték van.

Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R? differencialhaté fiiggvénnyel megadott térgérbe ivhosszat?

b
Megoldds. / |£(¢)| dt.
a

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomény, amelyet a 9V zirt, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(20,¥y0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokélis megoldésa.

Definidlja az f1, fo, ..., fn : R = Relegendden sokszor differencidlhato fliggvények Wronski-determindnsanak
fogalmat.

Megoldds. Az fi1, fa, ..., fn: R = R fiiggvények Wronski-determindnsa a

fi(z) faol@) o ful@)
fi(x) @) - fi)

o=\ A
V@) @) @)

fliggvény.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

10 3
1. Végezze el az f(x) = %
x

Megoldas. Dy = R, paratlan, nem periodikus. A hatérértékek

fuggvény teljes fliggvényvizsgalatat.

10z + 2* 941
lim xi—l—;v = lim =z ””12 = to0,
z—+o0 14+ rz—+oo -z +1

ebbdl és a folytonossigbdl egyiitt kovetkezik, hogy Ry = R.
A derivéltak

z) = (10 + 32%)(1 4+ 2?) — (10z + 2%) - 2 10 — 72? + 2*
N (14 x2)2 o (14a22)2
() = (—14z + 42)(1 + 2?)? — (10 — 72 + 2*) - 2(1 4+ 2?) - 2z 18(—3z + %)
N (1+22)* (14223
tehat f’ zérushelyei £1/2, +1/5, f” zérushelyei pedig 0 és +/3. Az el6jelek a kovetkez6 tablazat szerint
alakulnak (csak = > 0):

| 0 [(0.v2) | v2 | (v2v3) | VB | (v3.v5) | V5 | (V5,0) |

f | infl - max N infl - min /
o+ + 0 - - - 0 +
710 - - - 0 + + +
10
= +1
fm L@y 2L
z—too I r—too 5 + 1
. . 9z
A (f@) —2) = lm =5 =0,

tehdt mindkét irdnyban van (kozos) ferde aszimptota, egyenlete y = x.
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2. Szamitsa ki az aldbbi integralt:

1
/ (z — 1)2(22 + 4) dz

Megoldas. Az integrandus raciondlis tortfiiggvény, el0szor parcidlis tortekre bontjuk:
1 A B Cx+D
@ 12214 z-1 @12 2Z+d’
a kozos nevezdvel mindkét oldalt megszorozva
1=A(x —1)(2® +4)+ B(2* + 4) + (Cz + D)(z — 1)?
=(A+0)2* + (=A+ B —2C + D)z® + (4A+ C — 2D)z + (—4A+ 4B + D),

ez akkor teljesiil minden z-re, ha
0=A+C
0=—-A+B-2C+D
0=4A+C-2D
1=-4A+4+4B+ D,
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3. Hatarozza meg az

11 =36 0 0
3 =10 O 0
A= 0 0 3 4

0 0o -1 -1

matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl all6 bazis?

Megoldds. A sajatértékek det(A — AI) gyokei, a determinédns a kifejtési tétel alapjan

11-A  —36 0 0
3 —10—-XA 0 0
det(A—AI)=| 0 sy 4
0 0 —1 —1-2

~10—X 0 0 —36 0 0

=(11-)| 0 3—X 4 |=3/0 3-x 4

0 -1 —1-2A 0 -1 —1-2x

-1 1=
=AW= A=2) N -2+ 1) =A=-2)A+ 1)\ —1)2%

—((11A)(10,\)+3.36)‘3—A 4 ‘

A sajatértékek tehat 2, —1 (egyszeresek) és 1 (kétszeres).
A )\ = 2 sajatértékhez tartozoé sajatvektorok

S1 —382

-36 0

9 0
3 12 0 o s |t P00
~7 10 0 1 4
0 0 L4 0 0 01
o 0 -1 -3
alapjan [4 10 O]T t6bbszorosei.
A X = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok
_ s1—4s2
132 _396 8 8 S2§i 1 -3 0 0 1 -3 00
0 0 4 4l FoJoooo1oapmATlo 01
0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0 01
alapjan [3 1 0 O]T tobbszordsei.
A X\ =1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok
— 51—3s
130 Bt 8 8 mow 130000 1 -3 00
o 0 9 4|73 1o oo PR 0 —2 0 0
0o 0 1 2 0 0 1 2

0 0 -1 -2

alapjan [O 0 2 fl]T tObbszorosei.
Mivel az 1 algebrai multiplicitdsa 2, de a hozza tartozo sajatvektorok altal kifeszitett altér dimenzidja csak
1, nincs sajatvektorokbdl all6 bazis.

Megjegyzés. Azt is észre lehet venni, hogy A blokk-diagonalis, ami leegyszeriisiti a szamolast: a determinans
a féatléban &all6 2 x 2 blokkok determindnsainak szorzata és a sajatvektorokat is a kiilon-kilon szamolt
(kétdimenzids) sajatvektorok 0-val vald kiegészitésével kapjuk.



o0
4. Szamitsa ki a Z n?z™ sor osszegfiiggvényét. Hol konvergens?
n=1
Megoldds. A mértani sor dsszegfiiggvényébdl indulhatunk ki:

- 1
2=

ha |z| < 1. Felhasznélva, hogy a hatvdnysorokat tagonként lehet derivdlni a konvergenciaintervallum belse-
jében, és a konvergenciasugar ettél nem véltozik:

x% (:c(fx gﬂl) = z% (a:nij:lnx"1> = x% nij:lnz" = xin%:”l = nij:l n2z™.

Masrészt

d d &, d d 1 d =z
i <$dxzx ) =g (xdm_x) pr TR
xl(l—x)Q—x-Q(l—x)~(—1):x(x—Fl)
(I—=)? (1—x)%

Tehét |z| < 1 esetén

—~ (1—x)3
A végpontokban a sor n. tagja n? illetve (—1)"n?, egyik sem tart nulldhoz, tehdt ott nem konvergens, {gy
a konvergenciaintervallum (—1,1).

5. Integralja az u(x,vy, z) = x2yi + (3yz2 — xy?)j — 2°k vektormez6t az origd kozépponti 2 sugart gombfeliilet
z > 1 egyenl6tlenséggel meghatirozott darabjén kifelé (vagyis a z tengely pozitiv irdnydba) mutaté irdnyitds
mellett.

Megoldds. A gombfeliilet szokésos paraméterezése r(v, @) = 2sin cos pi + 2sin ¥sin ¢j + 2 cos ¥k, a meg-
adott darabnak megfelel§ paramétertartomanyt a 0 < ¢ < 7/3, 0 < ¢ < 27 egyenl6tlenségek hatdrozzak
meg. A normalvektor

or(d,p)  Or(9, )

50 e = (2cos ¥ cos i + 2cos I sin pj — 2sin ¥k) x (—2sin 9 sin pi + 2 sin ¥ cos ¢j)

= 45sin? ¥ cos pi + 4 sin? ¥ sin @ + 4 cos ¥ sin vk,
ez éppen felfelé mutat. A vektormezo értéke a feliileten
u(r(d, ¢)) = 8sin® § cos? psin i + (24 cos? ¥ sin ¥ sin o — §sin® ¥ cos psin? p)j — 8 cos® Vk.
Az integrél tehét

/u.dA - /Oﬂ/g /:Tr u(r(9, ) - (8r(8191;90) v m(:;@) dpdv

w/3 27 ) ) .
= / / (—32 cos™ ¥'sin 9 4 32sin® ¥ cos® @ sin ¢ 4 96 cos? ¥ sin® ¥ sin”  — 32sin® O cos @ sin® gp) dep dv
0 0

/3
=27 / (—32 cos* 9 sin ¥ + 48 cos? ¥ sin® 19) do
0
w/3
=27 / (—80 cos* ¥ sin 9 + 48 cos? ¥ sin 19) dv
0

/& 1
=27 [16 cos® ¥ — 16 cos® 19]0/3 =27 (2 - 2) = —3m,

ahol felhasznéltuk, hogy

27 4 27
cos
/ cos® psin pdp = [— (p} =0
0 4 o

2m 2 . 2m
. 1 —cos2¢p @ sin2¢
I A e LR AL
0 0 0

27 4 2w
/ cos psin® pdp = [bm 4'0] =0.
0 4 1o




Megjegyzés. A szamolas egyszerilibb, ha észrevessziik, hogy
divu(z,y,2) = 2zy + 32% — 20y — 32° =0,

emiatt az integrdl csak a feliiletdarab (irdnyitott) peremétédl fiigg. Eszerint ugyanazt az értéket kapjuk
akkor is, ha példaul a (0,0,1) kézéppontt, vizszintes siki, v/3 sugari korlapon integralunk felfelé mutaté
irdnyitas mellett. Mivel a normalvektor a z tengellyel parhuzamosan felfelé mutat, elég a vektormezo utolsé
komponensét tekinteni, ami raadasul konstans. Ilyenkor az integral a korlap tertiiletének és a vektormezd
harmadik komponensének szorzata, azaz 3w - (—1) = —3m.

Ugyanerre a kovetkeztetésre juthatunk szdmoldssal is. A korlap paraméterezése r(r, ¢) = r cos ¢i—+r sin ¢j +
k, ahol r € [0,/3], ¢ € [0,27],

u(r(r,¢)) = r3 cos? ¢ sin ¢i + (3rsing — 2 cos ¢ sin® 9)j—k

és a normalvektor

or(v, ) y or(v, )
v Dy

tehat a keresett integral

[uaa- /f/ u(x(r, 6)) - (&E,;j@f’) . &“g;@) a6 dr

\/g 27 7"2 \/5
= / / (=r)d¢dr = -2« {} = —3m.
0 0 2

0

= (cos @i + sin ¢j) x (—rsin @i + r cos ¢j) = rk,

. Oldja meg a 2xyy’ — 1 + 22 + y? = 0 differencidlegyenletet y(—1) = —3 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds.

0 B _2_ 9
%(Q:Ey)—Qy—ay( 142z +y7),

tehat az egyenlet egzakt. Egy potencidlfiiggvény
z Yy
u(z,y) = / (=1 426 +0%)d¢ —|—/ (2znm)dn
0 0
216=2 211=Y
=[-¢+¢ ]5:0 + [an ]nzo
= —x + 2% + xy’.

Ennek alapjan az altaldnos megoldas implicit alakban C' = —x + 22 + xy(x)?, explicit alakban

y(x)::t\/%nLlfz.

A kezdeti feltétel alapjan a negativ elGjelet kell tekinteni és —3 = —/—C + 1+ 1, tehat C' = —7. A keresett
igy megoldés y(x) = 71/75 +1—z.
. Hatdrozza meg az y" + 4y’ + 4y = ze~ differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatds linedris, elészor a homogén egyenletet oldjuk meg.
A karakterisztikus polinom A\? 44X +4 = (X + 2)?, tehat —2 kétszeres gyok (belsd rezonancia). A homogén
egyenlet &ltaldnos megoldésa y'(x) = Ae™2% 4+ Bre 2*.

Az inhomogén tag polinom és exponencialis fliggvény szorzata, nincs kiilsé rezonancia, az egyenlet egy
megoldasat kereshetjiik y(z) = (Co + Crx)e* alakban. Ennek derivaltajai

y'(x) = (_CO + Cl)eiaj — C’lx67$
y"(z) = (Co — 2C1)e " + Crae™ 7,

az egyenletbe helyettesitve
(Co+2C)e " + Crae ™ =ze™®

adédik, ami akkor teljesiil minden z esetén, ha Cy+2C7 = 0, C; = 1, tehat Cyp = —2. A differencidlegyenlet
altaldnos megoldasa tehat

y(x) = (=2 + x)e ® + Ae ** + Bae 2",



