Matematika A3 szigorlat — 2018. majus 31.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja le egy trigonometrikus alakban adott komplex szém n. gyokeinek meghatérozasinak modszerét.
Megoldds. A komplex szdmot felirjuk trigonometrikus alakban: r(cos@+isiny), aholr > 0, o € R. Ha r #

21k 21k
0, akkor pontosan n darab n. gycke van, ezek /r (cos Ptk + i sin P+ 2k ,ahol k=0,1,...,n— 1.
n

. Definidlja, hogy mit jelent az, hogy az f fiiggvénynek az xy € R pontban a baloldali hatarértéke oco.

Megoldds. VK € R3§ > OVx € (xg — 6, 20) : f(z) > K.

. Definidlja a Riemann-integrél fogalmat.

Megoldds. Legyen f :[a,b] > R. Aza=29 <tg <z <t1 <9<+ <xpq <tp1 <xp = b oszt6-
n—1

pontokhoz tartozé integralkozelitd 6sszeg Z f@) (xie1 — x;). Azt mondjuk, hogy f az [a,b] intervallumon
i=0

Riemann-integrélhat6 és integralja I, ha Ve > 035 > 0, amivel az osztépontok barmely olyan vilaszésa

esetén, ahol max;cyo,. .. n—1}(Tiy1 — ;) < 0 teljesiil, az |1 — Z F@) (xir1 — x;)| < € egyenltlenség fenndll.

. Definialja a Leibniz-tipust sor fogalmat. Adjon példat is réa.

Megoldds. > 27

n=no

Yo (=D

a,, Leibniz-sor, ha a tagok valtakozo eléjeltiek, |a,| monoton csokken és |a,| — 0. Péld4ul

. Definidlja egy linedris transzformécio sajatértékének és sajatvektoranak fogalmat.

Megoldds. Legyen V vektortér a K test felett felett, L : V' — V linearis transzformacié. Az L sajatvektora
v A € K sajatértékkel, ha v # 0 és L(v) = X - v.

. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(z,y) kétszer differencidlhatéd kétvaltozds fliggvénynek az (xo,yo)

pontban lokélis széls6értéke legyen.

Megoldds. Ha f;(zo,y0) = f;,(z0,y0) = 0 és m(l‘o,yo) Ty: (3607y0) > 0, akkor az (zg,yo) pontban lokalis
£y (1‘0, yO) f ( )
széls6érték van.

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd skalarpotencialjdnak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezé. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen Osszefiiggd)
és rot v = 0, akkor létezik a D tartomanyon skalarpotencial.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldas. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
aldbb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divudV

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(x,y) + Q(:E y)y' =0 alakl’l differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik v : D — R,
amire P(z,y) = a u(z,y) és Q(z,y) = (Jc y) teljestl.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét:

ap = arctan (nlnn — Inn!)
>3n+5

), n! < n™, tehdt a hanyados végtelenhez

b 2n2 — Tn + 10
"\ 202 -3n+9

n

Megoldds. A logaritmus tulajdonsdgai alapjan a, = arctan(ln n—'
n!

tart. lim Inz = co és lim arctanz = — miatt lim a,, = E.

b — 2 — T+ 10\ "
"\ 202 -3n+9
1—4n —3n+5
= (14 —""
< * 2n2 —3n + 9)
(—=3n+5)(1—4n)
2n2 —3n+49 2n2 3119
B 14 1—4n T=an
2n2 —3n+9 '
6.

n—oo

A szogletes zardjelen beliili rész hatarértéke e, a kilsé kitev6é 6, tehat lim b, = e

2. Szamitsa ki az aldbbi integralt.

1
/ x arcsin x dx

-1
Megoldds. Eloszor parciadlisan integralunk:
2

x? / T
————dux,
21 — 22

/:c arcsinx dx = > arcsinx —
majd x = sint, dz = costdt helyettesitéssel folytatjuk:

i 2 ;2
4 t 1-— 2t
= costdt:/%dt:/ﬂdt
t

4

[si—i==]
——dx =
2v1 — 22 24/1 — sin
t sin2t_t sintcost_arcsinx V1 — 22
4 8 4 4 4 4 7

tehat
V1 _ 22
% +C.

1
/xarcsinacdx = i(_l + 22?) arcsin x +

A Newton—Leibniz-formula alapjan
1r 1 ( 7T> _
=7

1
maodr — -
[1xar081nm T 12 "1

3. Szamitsa ki a

0o
n
on
n=0

sorosszeget.
Megoldds. Felhasznaljuk, hogy x € (—2,2) esetén

o0 xn
Z on — 1_
n=0

A hatvanysort tagonként derivalhatjuk:

inw”fl :1 1
G

n=0

[N




A kiszamitandé sort x = 1 helyettesitéssel kapjuk:

“n 1 1
Pk et
n=0 (175)

4. Oldja meg az X A = B egyenletet, ha

-2 2 -1 1 -5 1
A=11 0 1 és B=1|2 -7 =2
-1 1 0 -7 4 -6

Megoldds. Ha A invertalhaté, akkor X kifejezhetd az egyenletbdl X = BA~! médon. Meghatdrozzuk az
inverz métrixot (ha létezik):

-2 2 —1|1 0 0 1 0 110 1 0]set2ss [1 0 1]0 1 0
1 0 1|0 1 o8> |2 2 —1]1 0 0 = o 2 1/1 2 0
-11 010 0 1 -11 010 0 1 01 1]0 1 1
1 0 110 1 0 1 0 1]0 1 O0]s4ss[1 O 0 1]1 1 =2
2% 00 1 100 1 1/%=2o 1 1]0 1 1[=%01 01 1 -1
02 1(1 2 0 00 —-1]1 0 -2 00 —-1|1 0 -2
(1) 1001 1 -2
~710 1 0l1 1 -1
00 1]-1 0 2

1 -5 1 1 1 =2 -5 —4 5
X=BA'=|2 -7 -2|-|1 1 —-1|=|-3 -5 -1
—7 4 -6 -1 0 2 3 -3 -2

5. Integralja az u(z,y, z) = 2%+ y3j + 2°k vektormez6t az 2% 4+ y? = 1 hengerpalast 0 < z < 1 darabjan kifelé
(az origbtdl tdvolods irdnyba) mutatd irdnyitds mellett.
Megoldds. A hengerpaldst szokésos paraméterezése r(¢,z) = cos @i + sin¢j + zk, a megadott darabnak
megfelel§ paramétertartomanyt a 0 < ¢ < 27, 0 < z < 1 egyenlStlenségek hatarozzak meg. A normalvektor

Or(9.2) | Or(,2)

96 9. (— sin @i + cos ¢j) x k

= cos @i + sin ¢j,
ez kifelé mutat. A vektormezd értéke a feliileten
u(r(¢, z)) = cos® pi + sin® ¢j + 2°k.

Az integral

//Su.dA:/Ol /02wu(r(¢7z))' <6rgq;;2’) y argz;,z))dd)dz

1 27
= / / (cos ¢ + sin? ¢) dp dz
0 0

/2“ <<1+c;)322¢)2+ <l—c<2)822¢>2> "
0

1 2
_ 5/0 (1 + cos? 26) dgb

1 [ 3
:Z/O (3—|—cos4¢)d¢):§.

6. Oldja meg az (1 + 2?)y” = (1 — 2z)y’ differencidlegyenletet y(0) = 3, y/(0) = 2 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenet az u := 1’ valtozéra nézve elsérendii, szétvilaszthato:

v 12z

u 1422’



integraljuk mindkét oldalt 0 és = kozott:

Inu(z) — Inu(0) = /01 Zl((g)) d¢ = /Ow 1

-2
+é

d¢ = [arctané — In(1 + 52)}22';” = arctanz — In(1 + z2),

tehat
2 arctan x
u(zx) = R
1+ 22
Ebbol a megoldast integralassal hatarozhatjuk meg:

arctan &

y(ﬂ?) = y(O) +/0 U(f) d¢ =3+ 2/0 ngdf =14+ gedrctan

. Hatdrozza meg az y" + 4y’ + 5y = cos z differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet linedris dllandé egytitthatés inhomogén, a hozza tartozé homogén egyenlet karak-
terisztikus polinomja A% + 4\ + 5, ennek gyokei —2 + i, tehat a homogén egyenlet altaldnos megoldésa
y(z) = Ae™2* cosx + Be 2% sin x. Nincs kiils6 rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat kereshet-
jik y(x) = C cosxz + Dsinz alakban. Ezt az egyenletbe helyettesitve

(=Ccosz — Dsinz) + 4(—C'sinx + D cosz) + 5(C cosx + Dsinz) = cosx

adodik, amib6l 4C' +4D =1 és —4C +4D =0, tehat C =D = %.
Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa

1 1
y(z) = g s + 3 sinz + Ae ?* cosx + Be *sinz.



