Matematika A3 szigorlat — 2018. junius 7.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1. Definidlja egy valds szamsorozat hatarértékének fogalmat.
Megoldds. Az (a,) valds szdmsorozat hatérértéke az A € R szdm, ha Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A] < e.
2. Hogyan jellemezhet6 egy differencialhato fiiggvény konvexitdsa az elsé derivalt segitségével?
Megoldds. Egy f : (a,b) — R differencialhat6 fliggvény pontosan akkor konvex, ha f’ monoton né.
3. Definidlja egy f:[0,1) — R figgvény 0 és 1 kozotti improprius integraljat.
Megoldds. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b < 1, és 1étezik a limp_,1 fob f(z)dx
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény 0 és 1 k6zotti improprius integraljanak nevezziik.
4. Mondja ki a pozitiv tagil numerikus sorokra vonatkozé minoranskritériumot.
Megoldds. Ha > a, = oo és Vn € N: a,, <b,, akkor Y.~ b, = c0.
5. Definidlja a (val6s vagy komplex) vektortér fogalmat.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V. xV — V és - : K x V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo € Via,B € K:a-(B-v) = (af) v, és Vu,v € Via,f € Kesetén («+ ) -v =a-v+ -0 és
a-(utv)=a -u+a-v teljesil.

6. Adjon példat olyan kétvaltozods fiiggvényre, amelynek léteznek az origéban a parcidlis derivaltjai, de ott nem
differencidlhaté

Megoldds. pl. yzy
7. Mikor neveziink egy v vektormezst (skaldr-)potencidlosnak?
Megoldas. v potencidlos, ha létezik olyan f fiiggvény, amivel v = grad f teljesiil.
8. Mondja ki a Stokes-tételt.
Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 0.5, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor u-dr = rotu - dA.
a8 s

9. Ismertesse a szukcessziv approximécié mddszerét.

Megoldds. Az y' = f(x,y), y(xro) = yo kezdetiérték-probléma megolddsdnak szukcessziv approximdciéja
alatt a @o(z) = yo,

orer(£) = o + / "€ pn€)) de

rekurzioval definidlt fliggvénysorozatot értjiik.

10. Definidlja az f1, fo,. .., fn : R — R elegendGen sokszor differencialhaté fiiggvények Wronski-determinansdnak
fogalmat.

Megoldds. Az f1, fa, ..., fn : R = R fiiggvények Wronski-determindnsa a

fi(x) fa(x) fn(2)

fl(x) f@ - fi@)
W)= S

V@) @) - 1 (@)

fliggvény.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(x) = (x — 1)%(x + 1)? fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
Megoldas. D¢ = R, nem paros, nem paratlan, nem periodikus. Mivel f paratlan fokszdmu polinom, Ry = R.
f zérushelyei 1, a hatarértékek:

A derivaltak
() =6(x— 1)@ +1)>+3(x—1)%x+1)? =31 +3z)(z — 1)°(x +1)?
f(z) =30(z — D x4+ 1)3 +36(z — 1)°(x + 1) + 6(z — 1)%(z + 1) = 242(2 + 3z)(z — D)*(z + 1),

tehdt f’ zérushelyei +1, —1, f” zérushelyei pedig +1, 0 és —2. Az eléjelek a kovetkezd tdblazat szerint

3
alakulnak:

| (o0, —=1) | -1 | (=1,-2/3) | =2/3 | (=2/3,-1/3) | =1/3 | (=1/3,0) | 0 [ (0,1) | 1 | (1,00) |

f r infl J infl - max A infl \ min J

f! + 0 + + + 0 - - - 0 +

i - 0 + 0 - - - 0 + 0 +
lim M = 00,

rz—+oo I

tehat nincs ferde aszimptota.
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

/x sin® x dz

Megoldds. Végezziink parciélis integralast, a sin® z tényez6 primitiv fiiggvényét az sin
azonossag segitségével hatarozhatjuk meg:

3 2

x = (1—cos*x)sinx

/xsinga?dx = /x(smx—cos zsinz)dx

1 1
(fcostrgcos x) fcosx+§cos x| dz

1
x(— cosx+§cos x) /
1
3
1

3

1
x(—cosx—i—gcos x) + 2cosx+sin2xcosx) dx

1 1.,
cosx+fcosx—§sm rcosx | dx

1 1
=z(— cosx—l—gcosgx)—l— 3 (25111374— gbln x) +C

1 1
=z(—cosx + gcos3x) + gsinm—&— §Sin3m+C.



3. A c valds paraméter mely értéke mellett létezik megoldasa az
3x1 — 329 + 523 =
201 — 4wy — 33 = —4
3rg — log = —5
31 +4x3 =25
egyenletrendszernek? Oldja is meg ezen érték mellett az egyenletet.
Megoldds. Végezziink Gauss-eliminaciot az egyenletrendszer kibévitett matrixan:

3 -3 5| ¢ 3 0 415
2 —4 -—3|-4|u3% o 3 -1|-5
0 3 —1|-5| 7 |2 -4 —-3|-4
3 0 415 3 -3 5| ¢
3 0 4 5 30 4 5
sl s 1| s [ 0 3 Z1] s
o0 -4 S 2 oo —7| -14
0 -3 1 |-5+c 00 0 |-104c¢

A kapott matrix lépcsés alakban van. Az egyiitthatématrix rangja 3, a kib&vitett métrix rangja pedig 4 ha
¢ # 10 és 3 ha ¢ = 10. Tehat pontosan akkor 1étezik megoldas, ha ¢ = 10.
Ha ¢ = 10, akkor az alulrdl felfelé haladva leolvashatjuk a megoldast: z3 =2, xo = —1, 7 = —1.

4. Hatdrozza meg az f(z,y) = 42? —2zx+1? fiiggvény maximumat és minimumat az 422 +y? < 4 egyenlétlenség
altal meghatarozott tartomanyon.

Megoldas. A figgvény folytonosan differencialhaté, lokalis széls6értékek eléfordulhatnak a tartoméany bel-
sejében a gradiens zérushelyeinél vagy pedig a tartomany peremén.

folx,y) = 2y,
Az fi(z,y) = f,(x,y) = 0 egyenletrendszer megoldésa (z,y) = (%, 0), a fuggvényérték itt f(%,O) =—
A megadott tartomény ellipszis, a perem egy paraméterezése x(t) = cost, y(t) = 2sint, ahol ¢ € [0,2
fliggvényérték a peremen

f(@(t),y(t)) = 4 —2cost,
ennek maximumhelye ¢ = 7, minimumhelye ¢ = 0. A perem megfelel§ pontjai (—1,0) és (1,0), a fiiggvény-
értékek f(—1,0) =6 és f(1,0) = 2.
Tehat a maximum 6, a minimum —
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5. Integralja az u(z,y, z) = —y>i + 423j vektormez6t a 22 + (y/2)? = 1, 2 = 0 egyenletrendszer(i gérbén a z
tengely pozitiv fele fel6l nézve pozitiv koriiljaras szerint.
Megoldas. A megadott gorbe ellipszis, egy paraméterezése r(t) = costi + 2sintj (¢t € [0,2n]). A derivélt
r(t) = —sinti 4 2 costj, a vektormezd értéke a gorbén

u(r(t)) = —8sin® ti + 4 cos® tj.
Az integral

/u -dr = /O27T u(r(t)) - r(t)de

27
(—8sin® ti + 4 cos® tj) - (—sinti + 2 costj) dt

2m
(8cos* t + 8sint) dt

2 (8 (1+(;os2t>2 48 <1 —(;08215)2) dt

27
(2(1 4 2cos 2t + cos? 2t) + 2(1 — 2 cos 2t + cos? 2t) dt

2
1 4t
4 (1 + LrcosH (;OS ) dt
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(6 4+ 2cos4t)dt = 127.
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6. Integralja az u(x,vy,2) = 22yi — y?j + 22k vektormezdt azon téglatest kifelé irdnyitott feliiletén, amelynek
egyik csticsa az origd, és az onnan kiindulé élvektorok a =i+ 2j+k,b=i—j+késc=—-i+ k.
Megoldds. Hasznalhatjuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt, a kiszamitandé integral megegyezik divu integ-
raljaval a téglatesten. Egy lehetséges paraméterezés r(u, v, w) = ua + vb + wc (u,v,w € [0,1]), a Jacobi-
determinans

Or Or Or

a divergencia

divu(x,y,2z) =2y —2y+x ==

divu(r(u,v,w)) = u+v — w.

Az integral
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7. Hatarozza meg az y"' + 2y"” + 1y = 2z + 4e* differencidlegyenlet 4ltaldnos megolddsat.

Megoldds. Az egyenlet linedris dllandé egytitthatés inhomogén, a hozzéa tartozé homogén egyenlet karak-
terisztikus polinomja A% 4+ 2A\% + A = A(\ + 1)2, tehat a homogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa y(z) =
A+ Be™® + Cxe ™. Az inhomogén tag polinomszor exponencialis tagok Osszege, az els6 tag miatt kiilsé
rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megolddsét kereshetjiik y(x) = (Co + Crz)x + De® alakban.
Ennek derivaltjai

y'(x) = Cy + 2C 1z + De”
y"(z) = 2C1 + De”
///(x) — l)eil)7

az egyenletbe helyettesitve
Co +4C1 + 2C1x + 4De* = 2x + 4e”
addédik. Ebbdl C; =1, Cy = —4, D = 1, tehat az egyenlet altalanos megoldasa

yl)=(—4+z)x+ e+ A+ Be ™™ + Cze™ ™.



