Matematika A3 szigorlat — 2018. junius 14.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cos 1 +isin i) és zo = r2(cos pa +isin ¢9), akkor % = %(cos(gpl —2) +isin(pr —
©2)).

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldas. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),

amire f'(c) = 7]6(17;:5(@).

. Mondja ki az egyvaltozos fliggvényekre vonatkozd Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencidlhaté (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor f: f(z)dz = F(b) — F(a).

. Irja fel a geometriai (=mértani) szdmsor altaldnos alakjat. Mely feltétel teljestilése mellett lesz a sor kon-

vergens, és mennyi az Osszege?
a

1—q

Megoldds. Y., aq™, pontosan akkor konvegens, ha |g| < 1, ekkor az Gsszege

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt linearis egyenletrendszer megoldasanak létezésére az egylitthatématrix

és a kib6vitett matrix rangja segitségével.

Megoldds. Pontosan akkor 1étezik megoldas, ha az egytitthatomatrix és a kibovitett matrix rangja megegye-
zik.

. Trja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencidlhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (0, %o))

pontban érinti.

Megoldds. z = f(w0,v0) + f1(w0,Y0)(x — 20) + fy(z0,%0)(y — Yo)-
Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R? differencialhaté fiiggvénnyel megadott térgoérbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |£(¢)| dt.
a

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 95, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
as s

. Definidlja a Lipschitz-folytonossig fogalmat. (azaz f mikor rendelkezik a Lipschitz-tulajdonsaggal?)

Megoldas. Egy f : R — R fliggvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szdm, amivel minden
z,x’ € Resetén |f(x) — f(z')] < Lz — 2'|.

Definialja az egzakt differencidlegyenlet fogalmét.

Megoldds. Az egzakt differencidlegyenletek azok a P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 alaki egyenletek, ahol P = u!, és
Q = uy, valamely u(z,y) kétvéltozés fiiggvényre. (Lokélisan ezzel ekvivalens: P, = Q..)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Hatéarozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét:

27\/5 + 7n2+cosn
n2 arctann __ \/m

1 nzfn
b, = <cos )
n

Megoldds. A nevezd elsé tagja nulldhoz tart, a mésodik pedig nagyobb mint 7n, tehit ez a tag né gyorsabban.
A nevez6ben az elsé tagot alulrdl becsli n™ ¢ barmely e > 0 mellett, ha n elég nagy, a mésodik pedig kisebb
mint 41/n, tehit az elsd tag nagyobb. Eszerint

ap =

2—\/5_;'_ 7p2+cosn n2tcosn 2—\/ﬁn—2—cosn +7
an = =

n2 arctann __ M + 9 n2 arctann 1— ’I’L_2 arctann, /9n + 9'

A maésodik tényez6 hatarértéke 7, az els6 pedig igy becsiilhetd nagy n esetén:

2+cosn 3
0< n n _ n3—7r+e.

< <
n2 arctann T —€

Ha € elég kicsi, akkor 3 — 7 + € < 0, tehat a jobb oldal nullahoz tart, igy a rendor-elv miatt a,, hatarértéke

is 0.
2 n?—n n2—n 1 "2;" sin? 1
1\" " 1 1\ 2 1) sn2d "
b, = <COS > = <1 /1 — sin? ) = <1 — sin® > = [(1 — sin® > " ]
n n n n

A szogletes zéaréjelen beliili rész hatarértéke e !, a kiils6 kitevé hatarértéke pedig

2 1 s 1N 2

n°—n 1 1—= /sin= 1

lim sin? = = lim "( ”) = -
n

b
n— 00 n— 00 1 2
n

tehat lim b, = 1/V/e.
n—oo

2. Végezze el az f(x) = €3 57 fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
Megoldds. Dy = R, nem pédros, nem pdratlan, 27 szerint periodikus, nem konstans, igy nem létezik F-oo-

ben sem hatdrérték, sem aszimptota. sin értékkészlete [—1,1], = — e3% monoton és folytonos, tehat
2 2

Ry =[e 3, e3].

A derivaltak

2 .
fl(x) = ge%“”wcosx
4 2 2 s 2 o
' (x) = §e§5m1 cos? z — ge% ST ging = f§e% ST +sinx)(—1 + 2sinx),

tehdt f’ zérushelyei Z + km, f” zérushelyei pedig T + 2km és 3T + 2km (k € Z). Az el8jelek a kovetkezd
tablazat szerint alakulnak:

| 7/6 | (n/6,7/2) | w/2 | (7/2,57/6) | 57/6 | (5n/6,37/2) | 3m/2 | (3w/2,j3w/6)

f | infl - max A infl = min
|+ + 0 - - - 0 +
0 - . - 0 + + +




3. Konvergens-e a

>
o nlnn
sor?
Megoldds. Az f(z) = mﬁ” fliggvény monoton csokken, tehdt az integralkritérium alapjén a sor pontosan

konvergens, ha az

>~ 1
/ dx
9 xlnzx

improprius integral az.

< 1 b
/ dz = lim dx
2

rlnz boo Jo xlnx

= lim [In|Inz|;
Jim [l [Inzll;

= lim (In|lnb| — Inln2) = oo,
b—oo

tehat az integral és igy a sor is divergens.

4. Szamitsa ki az aldbbi integralt.

1ol .
/ / xye® dxdy
0 Jvy

Megoldds. Fubini tétele szerint a kétszeres integral megegyezik a kétvaltozos fiiggvény integraljaval az alabbi
tartomanyon:

{(my) eRP0<y<1,y<a<1}={(z,9) eR*0<2<1,0<y<a’}.

Az utébbi megadast felhasznalva cseréljik fel az integralokat:

1,1 . 1 pa? ) 1 o y? y=z"
/ / xye” dxdyz/ zye” dydx:/ [a:em } dx
0o Jyy 0o Jo 0 2 1y—o

1

=1
. o 1[1 e 1
= — d = — | = = — —]_.
2/0 z”e” dx 2[66 LC_O 12(6 )

5. Integralja az u(wz,y, z) = (2xy + yz — 22%)i + (2 + 22)j + (vy — 422)k vektormez6t az r(t) = /9 + t2i +
(14+t)j — /4 + 3tk paraméteres egyenletii gorbe ¢ € [0, 4] darabjan.

Megoldas. Az integralt kozvetleniil is ki lehet szamitani, de egyszeriibb, ha észrevessziik, hogy u potencidlos:
mindenhol folytonosan differencialhato,

Oug(,y,2) Ouy(z,y, 2)
Fha\t 9 2) _ 9 _ Y\ Y, <)
dy Tz o
Oug(z,y,2) _ Ouy(w,y,2)
— o VYT
Ouy(z,y, 2) e Ou,(z,y,2)
0z y

tehat létezik potencialfiiggvénye.
Egy potenciél

T Yy z
F(a,y,2) = /0 o (€,0,0) dé + /0 wy(,m,0) dn + /O sy, C) dC

/OIOdEJr/nyzdn/OZ(xyéGC)dC

= a2y + [:cy( - 2x§2] 22; = 2%y + zyz — 2222,

A gorbementi integralra vonatkozé Newton—Leibniz-formula alapjan

/u-dr = f(r(4)) = f(x(0)) = £(5,5,—4) — £(3,1,-2) = —135 — (—21) = —114.



6. Oldja meg az (1 + 22)y’ — xy = 1 + z differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet linedris, el8szor a hozzé tartozé homogén egyenletet oldjuk meg. Mivel az egyenlet
els6rendii, a homogén egyenlet szétvalaszthato:
! x

1
1 /_yi_ _71 1 2\\/
(Iny) R 5 (In(L+2%))",

azaz

y(xz) = CV1+ 22,

Az inhomogén egyenlet megolddsat az allanddk varidldsdnak médszere szerint y(x) = c(x)v/1 + 22 alakban
keressiik. Behelyettesitve az

1+ 23 (2)V1+a2=1+z

egyenlet adddik, amibdl integralassal, x = sinh t, do = cosh t dt helyettesitéssel

1+z / 1+ sinht /1+sinht
c(x)= | ——=zde= [ —————F——-coshtdt = | ———dt
(@) /(1+x2)3/2 (1 + sinh?¢)3/2 cosh? ¢

1 x-1 LC
cosht /1 + 2
Az inhomogén egyenlet &ltaldnos megolddsa igy y(x) = © — 1 4+ Cv1 + 22, a kezdeti feltétel alapjin 1 =
y(0) = =14 C, tehat C = 2.

7. Sorfejtés segitségével hatdrozza meg az (2 — 1)y” + 4xy’ + 2y = 0 differencidlegyenlet y(0) = 3'(0) = 1
kezdeti feltételt kielégité megoldasat.

= tanht —

Megoldas. Az egyenlet megoldasat

y(z) = Z anx”
n=0

alakban keressiik, a kezdeti feltétel alapjan 1 = y(0) = ag és 1 = 3/(0) = a1. A behelyettesités utdn kapott
egyenlet

(2 — 1) Z ann(n —1)z" 2 + 4z Z apnaz™ 2 Z apx"™ = 0.
n=0 n=0 n=0

Az egyenlet bal oldalat tgy alakitjuk &t, hogy csak egy szumma szerepeljen:

(2 —1) Z ann(n —1)z" 2 + 4z Z apnz™ 1t 42 Z anx”
n=0 n=0 n=0

= Z apn(n — 1)z" — Z apn(n —1)z" 2 + Z dapna™ + 2 Z anx"
n=0 n=0 n=0 n=0
= Z apn(n —1)z"™ — Z anta(n+2)(n+1)z™ + Z dapnz™ + 2 Z anz"
n=0 n=-—2 n=0 n=0
= Z (apn(n —1) — apsa(n +2)(n + 1) + 4apn + 2a,) 2" = Z(n +1)(n+2)(an — ang2)x".
n=0 n=0

Az egyenlet jobb oldala 0, tehat a hatvanysor minden egyiitthatéjanak el kell tiinnie, azaz a,, = a2 minden
n > 0 esetén. A kezdeti feltétel alapjan tehat a,, = 1, vagyis a megoldés




