Matematika A3 szigorlat — 2018. junius 25.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Fejezze ki az a + bi komplex szam trigonometrikus alakjat a és b segitségével, ha a < 0, b € R.
Megoldds. r(cos ¢ + ip), ahol r = a2 + b2, ¢ = 7 + arctan 2

. Mondja ki az egyvaltozos valds fiiggvényekre vonatkozé Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flx)=y.

. Mondja ki a % tipust hatarértékre vonatkozé L’Hospital-szabalyt.

x)

Megoldas. Halimy_, ., f(z) = limy_,4, g(x) = 0 és 1étezik lim,_, 4, glgx; , akkor limg,_, ., géx) = limg_,,,

. Mondja ki a pozitiv tagii numerikus sorokra vonatkozé minoranskritériumot.

Megoldds. Ha > 7" ja, = o0 és Vn € N: a,, < by, akkor Y b, = c0.

. Irja fel a sik origd koriili v sz6gli forgatasanak a matrixat a szokdsos i, j bazisban.

. cosa —sina
Megoldas. | .
sina  cosa

. Definilja az f : R? — R fiiggvény (z¢,yo) pontbeli differencidlhatésigénak fogalmat.

Megoldds. f(z,y) differencialhat6 az (x¢, yo) pontban, ha léteznek olyan A,, A, szdmok, amellyel

lim f(xvy)7f(x0,y0)7Az(1'71'0)*Ay(yfyo)
=) V0P + - w)?

=0.

Adjon példat olyan sikbeli vektormezoére, amelynek rotécidja az egész értelmezési tartoményon 0, de nincsen
potencialfiiggvénye.
Y

Megoldds. pl. u(z,y) = — i j
egoldds. pl. u(z,y) x2+y21+x2+yzj

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomény, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatarol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divudV
av

. Mondja ki a Picard-Lindel6f-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a mésodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y' = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégito lokdlis megoldasa, és az egyértelmii.

Definiédlja a linearis allandé egytitthatés homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segitségével meghatarozni az altalanos megoldéast?

Megoldds. Az any™ + an_1y™ Y + -« + a1y + agy = 0 linedris alland6 egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az a, A" + @, 1 A"t 4 -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-
kei Aq1,..., A, multiplicitisuk rendre mq,...,m,, akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy bazisa
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Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét:

1
an = 1\/n? ++/nsin —
n

b, = \/n2+3n—cosn—\/n2—7n+sinn

Megoldds.

1 sin 1

an =\/n?+/nsin — = V1 +n=3/2—2,
n =
n

mindkét tényezd hatarértéke 1, tehat lim a, = 1.
n—oo

bn:\/n2+3n—cosn—\/n2—7n+sinn
_ (n*+3n—cosn) — (n? — Tn + sinn)
V2 +3n—cosn+VnZ—Tn+sinn
_ 10n — cosn —sinn
 VnZ+3n—cosn+VnZ—Tn +sinn

_ cosndsinn
10 — cosntsinn

V14 3n T —nZ2cosntvV1—Tnl+n2sinn

tehat lim b, = 5.
n— oo

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

5 3
T —x° —2

——dx
/ 72 —1
Megoldds. Az integrandus raciondlis tortfliggvény, a szamlalé magasabb fokid, ezért elosztjuk a nevezével:
2% — a3 -2 =23(2? — 1) — 2. A nevezd szorzattd alakithaté: 22 —1 = (x —1)(z+1). A maradék és a nevezd
hanyadosat parcialis tortekre bontjuk:

2 _ A B
22-1 2—-1 z+1’

—2=Ax+1)+B(zx—1)=(A+ B)x+ (A— B).

Ennek alapjan A+ B =0, A — B = —2, tehdt A = —B = —1. Az integral

5 _ 3_2 1 1 4
/de:/<x3— + >dx:Z—lnx—1|+ln|x+l|+C.

2 -1 r—1 x+1

3. Adja meg az f(z) = e® cosz fliggvény xo = 0 kozéppontt Taylor-sorat, és hatdrozza meg annak konvergen-

ciasugarat.
Megoldds.
f(x) =e"cosz —e¥sinz
' (x) = —2e"sinz
" (x) = —2¢e" cosx — 2e” sinx
fB(z) = —4e® cosz = —Af(z),

tehat a deriviltak egy exponencidlis szorzétol eltekintve periodikusan valtakoznak. Az xzg = 0 pontban a
helyettesitési értékek



tehat a Taylor-sor

4k $4k+1 2x4k+3 :|

;(_4)k {(4@! TR @k T3

Mivel az exponencidlis fliggvény és a koszinusz fliggvény hatvanysoranak is végtelen a konvergenciasugara,
a szorzatukeé is végtelen.

Megjegyzés. A Taylor-sor az alabbi alakban is felirhato:
(1 | AR
n=0

. Szamitsa ki az A9 matrixot, ha

-3 -2 5
A=1]-4 -1 3
-4 -2 5

Megoldds. Ha A diagonalizalhaté, azaz felirhaté A = SDS™! alakban, ahol D diagonalis, akkor A0 =
SD'05-1 médon a legegyszeriibb a szamolds, hiszen egy diagonalis matrix elemenként hatvinyozhato.
Ebben a felirdsban D elemei a sajatértékek, S oszlopai pedig a sajatvektorok.

33—\ =2 5 I-Xx 0 A
det(A—N)=| -4 —-1-X 3 |=|-4 —-1-)x 3
—4 -2 5-) —4 -2 5-)
=1 =N((=1=X)(5—=X) —3(=2) + A8 —4(1 + \))
=-NEXN - A+1=-N+1)\+1),

tehat a sajatértékek —1 és +i. Mivel minden sajatérték egyszeres, A diagonalizdlhaté. (—1)* = it = (—i)* =
1, tehdt D100 = (D4)25 = J25 = [, ¢s {gy A0 = T.

. Szamitsa ki az 22 + y? = 22 egyenletii feliilet x > 22 — 2 darabjanak felszinét.

Megoldds. A megadott feliilet egy kip darabja, a kip szokdsos paraméterezése r(r, ¢) = r cos ¢i + rsin @j +
rk, az egyenlStlenség a paraméterekre nézve rcos ¢ > r? —r, azaz r((1 +cos¢) —r) > 0. Ennek megoldésa
r € [0,1+ cos ¢)].

A normalvektor abszoliutértéke

‘Gr(ar,@ X 31‘(87;41))‘ = |(cos ¢i + sin ¢j + k) x (—rsin ¢i + r cos ¢j)| = | — r cos ¢i — rsin ¢j + k| = v/2r.
r
A feliiletdarab felszine
2m 1+cos¢\f 2m 1 ) 1 2m ) 3
2Tdrd¢:/ — (14 cos¢ drdqﬁz—/ 1+2cos¢p+cos“@)drdp = —.
I o vl ten? Vi | Jarde =5

. Hatédrozza meg a 2e¥ cosx + e¥(cosx + sin x)y’ = 0 differencidlegyenlet dltaldnos megoldésat.

Megoldas. Az egyenlet x-tdl fliggé multiplikatorral egzaktta teheto:

OdeY(cosz+sinx)  92eY cosz
In | M(z)| :/ O — 2 dy
e¥(cosz + sin z)

:/dx:x,

tehat M(x) = e®. Ezzel megszorozva az 2e* 1Y cosx + e*T¥(cosx + sinz)y’ = 0 egzakt egyenlethez jutunk.
Egy potencialfiggvény

« y
u(z,y) / 2e5T0 cos £ de + / " (cosz + sinz) dn
0 0
=e”(cosz +sinz) — 1+ e“(cosx + sinx)(e? — 1) = e*T¥(cos x + sinx) — 1.
Az altaldnos megoldds implicit alakban u(x,y(z)) = C, ahol C' € R paraméter, ebbél y(z) kifejezheté:

1+C ~
y(x) = —x—Hn; = —z —In(cosz +sinzx) + C.
CcosST + sinx



7. Legyen f(x) =sinz ha z € [0,7] és f(x) = 0 ha ¢ [0, n]. Hatdrozza meg az f x f x f fliggvény Laplace-
transzformaltjat a definici6 és a Laplace-transzformécié tulajdonsigai alapjan (x a konvolaciét jeloli).

Megoldds. Mivel L(f  f * f) = (Lf)3, elég f(x) Laplace-transzformaltjat kiszdmitani.
(Lf)(z) = /000 e T f(x)dr = /OTr e *Tsinx da.
A primitiv fiiggvényt kétszeri parcidlis integraldssal hatarozhatjuk meg.
/e*m sinzdr = e **(—cosx) — /(—z)e*m(— cosx)dx
=e **(—cosz) — (—2)e” *(—sinz) + /(72)267”(7 sinx) dz,

ebbdl atrendezéssel

/67'21 sinrxdr = — (COSx + ZSin;L')e
1+ 22

—ZzZT

Tehat

1+ 22 14227

@hne = |

. — =T —
(cosz + zsinx)e ZT 1+e ™
=0

(L(f = £+ F))(z) = (ﬁ)



