Matematika szigorlat G (A3) — 2018. szeptember 5.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definialja, hogy mit jelent az, hogy az f fliggvénynek az zy € R pontban a jobboldali hatarértéke —oo
Megoldds. VK € R3§ > OVx € (2o, 20 +0) : f(z) < K.

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhatd. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),
F(0)—f(a)

amire f'(c) = S5—

. Mondja ki az egyvaltozos fliggvényekre vonatkozd Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencialhat6 (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor fab f(x)dz = F(b) — F(a).

. Mit neveziink abszolit konvergens numerikus sornak? Adjon példat olyan sorra, amely konvergens, de nem

abszolut konvergens.

Megoldds. A Y " ay sor abszolit konvergens, ha Y >°  |ay| konvergens. Példdul Y7 (—=1)"+.

. Definidlja a (valds vagy komplex) vektortér fogalmét.

Megoldds. AV halmaz a + : V. xV — V és - : Kx V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,f € K:a- (8 -v) = (aff) -v, és Yu,v € V,a,5 € Kesetén (a«+ ) v =a-v+ v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencialhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (2o, o))

pontban érinti.
Megoldds. z = f(x0,y0) + fr(%0,y0)(® — x0) + £, (20, Y0) (¥ — ¥o)-
Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezo skalarpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormez6. Ha D konvex (vagy csillagszerli vagy egyszeresen osszefiiggd)
és rot v = 0, akkor létezik a D tartomanyon skalarpotencial.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatarol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek bérmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 alakt differencidlegyenlet egzakt D C R%-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = %u(m,y) és Q(z,y) = %u(m,y) teljesiil.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1
1. Végezze el az f(z) = P fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatit.
x3 — 3z

Megoldds. Dy =R\ {0,4+/3}, paratlan fiiggvény, nem periodikus. A hatarértékek
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tehat f/ zérushelyei &1, f” pedig sehol sem 0, hiszen z = 22 helyettesitéssel a szamlaléban 3 — 3z + 222 4ll,
ennek diszkrimindnsa negativ. Az el6jelek a kovetkezd tablazat szerint alakulnak:
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

/ 1—-2x

———dz

2+ 4x + 422

Megoldas. Az integrandus raciondlis tortfiiggvény, a szamlalé foka kisebb mint a nevez6é, a nevezonek nincs

zérushelye, tehat teljes négyzetté alakitjuk: 2 + 4z + 422 = (2o + 1)%2 + 1. A tortet bontsuk szét gy, hogy
az egyik tagban a szamlalo a nevez6 derivaltjanak tobbszorose legyen, a mésikban pedig konstans:

1-2x 4+ 8z 1 _ 4A+ B+ 8Ax

2+ dx + 422 2+4x+4x2+ 2+ 4dx + 422 2+ 4z + 422

ami csak gy teljesiilhet minden x esetén, ha 1 = 4A 4+ B és —2 = 8A, azaz A = f% és B = 2. A keresett
integral

/ 12z dx_/ 1 448 1 e
2 +4r 422 42 +4x +422 T2z +1)2+1

1
=-1 In(2 + 4z + 42?) + arctan(2z + 1) + C.




3. Hatarozza meg az

1+ 3r3+24=0
2x1 + 220+ cxg +4rs =1

x1+ a9+ 224 =c

egyenletrendszer megoldasszaméat a c valds paraméter fiiggvényében.
Megoldas. Végezziink Gauss-elimindciot az egyenletrendszer kib&vitett matrixan:
1 0 3 1|0]s2-22 (1 0 3 1|0 (0 3 1| 0
2 2 ¢ 4|1 B0 2 —6+c 2|1 ST (0 2 —6+c 2 1
110 2|¢c 0 1 -3 1]c 0 0
A kapott 1épcsos alakbdl az egytitthatéméatrix és a kib&vitett matrix rangja is leolvashaté: az elébbi 2 ha

c = 0, egyébként 3, az utébbi pedig mindig 3. Ha ¢ = 0, akkor nem létezik megoldas. Mivel az ismeretlenek
szama 4, ¢ # 0 esetén végtelen sok megoldas van.

4. Hatarozza meg a
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fiiggvénysor konvergenciatartomanyat.

Megoldads. Hasznalhatjuk a gyokkritériumot.

lim {/|n®z"| = lim ({/n)*|x| = |z,
n— oo

n—oo

mivel /n — 1. EbbSl kovetkezik, hogy a sor |z| < 1 esetén konvergens, |z| > 1 esetén pedig divergens. Az
x = +1 pontokban kiértékelve a kévetkez6 numerikus sorokat kapjuk:
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ami Leibniz-sor, tehat konvergens. A konvergenciatartomény [—1,1).

5. Hatdrozza meg az r(t) = e’ costi + e sintj egyenletli sikgorbe t € [0, 2] paraméterértékekenek megfelels
darabjanak tomegkozéppontjat.

Megoldds. A derivéilt abszolutértéke
[F(t)| = |(e" cost — e’ sint)i+ (e'sint + e’ cos t)j‘
= \/(etcost — et sint)2 + (etsint + ef cost)? = v/2e.

A tomegkozéppont koorindtai az elsérendii nyomatékok elosztva az ivhosszal. A sziikséges integralok
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tehat a tomegkozéppont helyvektora %(1 +e2™)i — %(1 +€27)j.

6. Integralja az u(x,y, z) = i vektormez6t az 2% +y? — 22 = 1 feliilet > 0, 0 < 2z < 1 darabjdn a z tengelyt6l
tavolédd iranyba mutatd irdnyitas szerint.



Megoldds. A feliilet egy paraméterezése r(u,v) = cosh u cos vi+ cosh u sin vj+sinh uk, a megadott darabnak
megfeleld paramétertartomdny [0, arsinh 1] x [—7/2,7/2]. A kifelé mutaté norméalvektor
_ Or(u,v) o or(u,v)
ou v

= —(sinh v cos vi + sinh u sin vj + cosh uk) x (— cosh usin vi + cosh u cos vj)

= cosh? u cos vi + cosh? usin vj — sinh u cosh uk.

A vektormez§ értéke a felilleten u(r(u,v)) = i, az integral tehdt
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inh 2 arsinh 1
= arcsin 1 + S 2arsimh 2 _ V2 + arcsin 1.
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7. Hatdrozza meg az y" + 5y’ + 6y = ze~2* differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén linedris dllandé egyiitthatods, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A% + 5\ + 6 = (A + 2)(\ + 3), tehat a homogén egyenlet altaldnos
megoldésa Ae™2* + Be 37,

Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, kiilsé rezonancia van. Az inhomogén egyenlet egy megoldasat
y(z) = 2(Co + C12)e2* alakban keressiik. A derivaltak

Y (z) = (Cy — 2Cox + 2C . — 2C 1 22)e ™"
y'(x) = (—4Cy + 2C, + 4Cox — 8C1z + 4C 1 x?)e 2",

a behelyettesités utan kapott egyenlet
(Co +2C1)e " + 2C 1 we™ " = e~ 7,

amibél Cy + 2C; = 0 és 2C = 1, tehat Cy = % és Cp = —1. Az egyenlet altaldnos megolddsa
2

y(z) = —we > + %672:6 + Ae™® 4 Be 3%,



