Matematika szigorlat G (A3) — 2018. december 13.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Fejezze ki az a + bi komplex szam trigonometrikus alakjat a és b segitségével, ha a < 0, b € R.
Megoldds. r(cos ¢ + ip), ahol r = a2 + b2, ¢ = 7 + arctan 2

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flx)=y.

. Mondja ki az Osszetett fliggvény x¢ pontbeli differencidlhatésigara vonatkozé lancszabalyt.

Megoldds. Ha f és g olyan fuggvények, hogy ¢ differencidlhaté az z¢ pontban és f differencidlhatéd a g(xg)
pontban, akkor f o g differencidlhat6 az xg pontban és (f o g)' (xo) = f'(g(x0))g’ (x0)-

. Hogyan irhaté fel egy T szerint periodikus f : R — R fliggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszamolni az

egyitthatoit?
Megoldads. ag + Zzo: (an Cos 2””96 + b, sin =X 2”" ) ahol

1 T
aO:?/O flz)dx
2 (7T 2
= T/o f(z)cos %xdx
2 (T 2
bn:?/o f(x)sin%nxdx

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt linedris egyenletrendszer megoldasanak létezésére az egyiitthatématrix

és a kib6vitett matrix rangja segitségével.

Megoldds. Pontosan akkor 1étezik megoldas, ha az egyiitthatomatrix és a kibovitett matrix rangja megegye-
zik.

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény az (¢, yo) pontbeli folytonossagénak fogalmét.

Megoldds. f folytonos (zg,yo)-ban, ha Ve > 035 > O¥(z,y) € R? : |\/(x —20)2+ (y —40)?| < § =
[f(z,y) = fzo,y0)| <€

Mondja ki a vonalmenti integralra vonatkozé Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha v (skalar-)potencidlos vektormezd, egy potencialja U, és r : [a,b] — R? térgorbe, akkor v
integrélja a gorbe mentén U(r(b)) — U(r(a)).

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korldtos tartomény, amelyet a OV zirt, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV

. Mondja ki a Picard-Lindel6f-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a mésodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y' = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégito lokélis megoldasa, és az egyértelmii.

Irja fel az n-edrendii linedris differencidlegyenletek altalanos alakjét.

Megoldds. an(2)y™ + an_1(z)y™ 1 4+ -+ + a1(2)y’ + ao(z)y = b(x), ahol ag,...,a,,b: R — R adott
fiiggvények.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét

/ 1
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n

1 2n?—n
b,=1(1-
(- 5)
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A mésodik hatérérték
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mivel a szogletes zardjelen beliili kifejezés hatdrértéke e~ !, a kiilsé kitevéé 2.

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

> 1
E————
/_OC 0%+ 120413

Megoldds.

s dz = da
/_Oo 322 + 12z + 13 /_0o (V3z +2v3)2 + 1

R Y o V3 Lo V3
_Takrfloo/ (V3z + 2V3)2 + d“%blggo/ (V3z +2V3)2 +
fallglw [arctan(fx—k%f)} —|—ﬁ lim [arctan(fx—k%f)}
1
\/garctanQ\f \/g( T/2) + \f( T/2) — \/garctanQ\[—%

3. Adja meg az f(x) = fliggvény xo = 1 kdzépponttu Taylor-sorat, és hatarozza meg annak konvergencia-

sugarat.

T2+’I'

Megoldds. A figgvényt elészor parcialis tortekre bontjuk:

Mool L A B (AiBri4
x_:ﬁ—&—x_x(x—i—l)_x r+1 zxz+1)

tehdt A =1, B = —1. Mindkét tag mértani sor dsszegeként all eld:

(@) 1 1 1 1 1 1 1
Tr) = — — = — =
r z+1 1+@—1) 2+4@—1) I—(—(z—1) 21+ 21
o0 1 o o0
— _1\n _ 1\ _ _1\no—n _ 1\ 1\ _ 9—(n+1) _1\n
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n=0 n=0 n=0
A konvergencia feltétele | — (z — 1)| < 1 és | — Z71| < 1, az el6bbi erdsebb, tehat a konvergenciasugar 1.

4. Hatérozza meg az f(x,y) = 2% + zy + Y4 fiiggvény minimumét és maximumat a 0 <y <1 — 222 egyenl6t-
lenségek altal meghatarozott tartomanyon.



Megoldas. A fuggvény differencialhato, szélséérték lehet a tartomény belsejében a gradiens zérushelyeinél,
vagy pedig a peremen. A parcidlis derivaltak

of (x,y)

or 2ty
of (z,y)

oy T

egy kozos zérushely van, (—1/4,1/2), ami val6ban a tartomany belsejében van, itt f(—1/4,1/2) = 1/16.
A perem két differencidlhaté gorbedarabbél all, ezeken a fiiggvény f(z,0) = 22 (z € [-1/v/2,1/v/2)) illetve

flz,1—22%) = —22° + 1372 +z+ E
2 4
ugyanezen az intervallumon. Az elébbi minimuma 0, maximuma 1/2 (a két végpontndl), az utébbi derivaltja
—622 + 2+ 1= —(2x — 1)(3x + 1), tehat a zérushelyek —1/3 és 1/2. Mindkettd az intervallum belsejében
van, a fiiggvényértékek itt f(—1/3,7/9) = 15 és f(1/2,1/2) = 2. Tehat a tartoményon a minimum 0, a
maximum pedig 3.

Megjegyzés. A (—1/4,1/2) pont a fiiggvényérték kiszdmoldsa nélkiil is kizdrhaté: a Hesse matrix

L) Syfev] 2]

ve(@y) fyy(2,y) 10}’

ami indefinit (determindnsa —1), tehdt itt nyeregpont van.

5. Integralja az u(z,y,2) = —y?zi + 23j + zy?k vektormezdt a 422 + y? = 4, 2o + z = 7 egyenletrendszerti
gorbén a z tengely pozitiv fele fel6l nézve pozitiv koriiljaras szerint.
Megoldas. A gorbe egy elliptikus henger palastjanak és egy siknak a metszésvonala. Az els6 egyenlet alapjan
a z = 0 sfkra vett vetiiletet paraméterezhetjiik (cost,2sint) mddon, a masodikbdl pedig kifejezhetjiik a
harmadik koordindtat. A gorbe igy kapott paraméterezése r(t) = costi+2sintj+ (7—2cost)k (¢t € [0, 27]),
derivaltja r(t) = —sinti + 2 costj + 2sin tk.
Az integral

2
/u dr—/ u(r r(t)dt
0
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1 1
= / (2 + cos 2t + 3 cos?(2t) + 28sint — 28 cos? ¢ sin t) dt
0

2m
3 1
= / (4 + cos 2t + 1 cos(4t) + 28sint — 28 cos® ¢ sin t> dt
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3 1 1 28 t=2m 3
{47& + 3 sin 2t + 6 sin(4t) — 28 cost + 3 cos t)] . = g
6. Hol van a tSmegkozéppontja az r(u,v) = uvi + u’vj + 15k paraméterezett felilet (u,v) € [~1,1] x [0,1]
darabjanak?
Megoldds.
or 0 1 -
872 ar = [(vi + 2uvj) x (ui + u?j — 2k)‘ = ‘—uvi—f— %j _ u%k‘ _ \/u2v2 T oude? + UZ _ g 4w




A tomegkozéppont koordindtai az elsérendli nyomatékok és a felszin hanyadosai. A szilikséges integralok
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A témegkdzéppont helye 22j + 1k.

7. Hatdrozza meg az y” — 9y = ze~3% differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

Megoldas. Az egyenlet mésodrendli inhomogén linearis dllandé egytitthatés, a hozzé tartozé homogén egyen-
let 3 — 9y = 0, ennek karakterisztikus polinomja A% — 9 = (A — 3)(\ + 3). Eszerint a gyokok A = £3, tehat
a homogén egyenlet &ltaldnos megolddsa Ae 3% + Be3®.

Kiilsé rezonancia van, az inhomogén egyenlet megoldasét y(z) = (Co + Ciz)ze 3% alakban keressiik. A
derivaltak

y'(x) = (Cy — 3Coz + 2C 12 — 3C 2% )e ™3
y'(x) = (—=6Cy + 20 + 9Cox — 12C 2 + 9C1 22)e 37,

az egyenletbe behelyettesitve
(=6Cy +2C — 120@)(2_3”j = ge "

adodik, amibdl C; = f%, Cy = f%. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa



