Matematika szigorlat G (A3) — 2018. december 20.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja le egy trigonometrikus alakban adott komplex szém n. gyokeinek meghatérozasinak modszerét.
Megoldds. A komplex szdmot felirjuk trigonometrikus alakban: r(cos @ +isiny), aholr > 0, o € R. Ha r #

21k 21k
0, akkor pontosan n darab n. gycke van, ezek /r (cos Ptk + i sin P+ 2k ,ahol k=0,1,...,n— 1.
n

. Hogyan jellemezhet6 egy egyszer differencidlhato fiiggvény konvexitdsa az els6 derivalt segitségével?

Megoldds. Egy f : (a,b) = R differencialhat6 fliggvény pontosan akkor konvex, ha f’ monoton né.

. Definidlja egy f : [0,1) — R fiiggvény 0 és 1 kozotti improprius integraljat.

Megoldds. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b < 1, és 1étezik a limy_,q fob f(z)dx
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f figgvény 0 és 1 k6zotti improprius integraljanak nevezziik.

. Definiélja a Leibniz-tipust sor fogalmat. Adjon példat is réa.

Megoldds. >°°

n=no

PORECI S

ay, Leibniz-sor, ha a tagok viltakozo eldjeliiek, |a, | monoton csokken és |a,| — 0. Példaul

. Definidlja a (valds vagy komplex) vektortér fogalmat.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V. xV — V és - : K x V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, 1étezik rd nézve neutrélis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo € Via,B € K:a-(B-v) = (af) v, és Vu,v € Via, € Kesetén (¢ + ) - v =a-v+ -0 és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(z,y) kétszer differencidlhatéd kétvaltozds fliggvénynek az (xq,yo)

pontban lokalis széls6értéke legyen.

v (%05 Y0) f (70, 0) :
Megoldds. Ha f!(xo, = f/(zg, =0és |37 ’ > 0, akkor az (g, ontban lok4lis
) f2(0,90) fy( 0,%0) L'y(xo,yo) f (él?o,yo) (wo,90) P
széls6érték van.

Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R? differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgérbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |#(¢)| dt.
a

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korldtos tartomény, amelyet a 9V zirt, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
ov

. Irja fel egy kozonséges, elsérendi, linearis, inhomogén kezdetiérték-probléma &altaldnos alakjat.

Megoldas. ay(x)y’ + ao(z)y = b(x), y(xo) = yo, ahol ag,a1,b : R — R adott fiiggvények, g, yo € R adott
szamok.

Ismertesse a szukcessziv approximécié fogalmat.

Megoldds. Az y' = f(x,y), y(zo) = yo kezdetiérték-probléma megolddsdnak szukcessziv approximéciéja
alatt a po(x) = yo,

orn (@) = 0 + / "€ pnl©)) de

rekurziéval definialt fiiggvénysorozatot értjiik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét
an =n(In(n+1) —lnn)

(7T +sinn)® +n?t —9.57
1709 + 78/n — 5"

b, =
Megoldds.

1 n
lim a, = lim n(ln(n+1) —Inn) = lim In (1 + ) =lne=1.
n—oo n—o00 n—00 n

) n n2l 9.5™
(7 + Slnn> L+ Grsmmy® ~ Tasinn)”

5 1229 + 78y/n 1

. . (T+sinn)® +n?1 —9.5" .
lim b, = lim = lim

5n

7 4 sinn > 6 miatt az elsé tényezd legalabb (g)n, ami végtelenhez tart, ugyanezen becslést felhasznalva a
masodik tényezé hatérértéke —1. A szorzat hatérértéke igy —oo.

2. Végezze el az f(x) =

3 figgvény teljes fliggvényvizsgalatat.
x3—x

Megoldds. A nevezd x* —x = x(2? — 1) = z(z — 1)(z + 1), tehdt Dy = R\ {—1,0, 1}, nincs zérushely. f
péaratlan, nem periodikus. A hatérértékek

lim f(x) =~ lim_f(z) =0

:cl—lglf f(I) - _:c~1>1£nl+f(x) -
Jlim f(z) = — lim f(z) = —oc,

tehdt Ry =R\ {0}. A derivéltak

32

f'@)= s

" —6z(2® — )2 — (1 —322)-2(2® —2)(322 — 1)  2(62* — 322 +1)
f(x) = (% — 2)* = (23 —z)3 ’

J zérushelyei :i:ig, J" sehol sem 0. Az eléjelek a kovetkezd tablazat szerint alakulnak:
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3. Hatarozza meg az aldbbi sor konvergenciatartomanyat és 6sszegfiggvényét.

oo

Z(sinh n)a"

n=0



Megoldds. A Cauchy—Hadamard-tétel alapjan
e—2n

1 n/ . . n 1_
E: lim Vsinhn = lim e{/ ——

= 67
n—oo n—o00 2

tehat a konvergenciasugar R = % A végpontokon az n indexi tag

(sinhn) (ii) '

ami nem tart nulldhoz, igy itt nem konvergens, a konvergenciatartomény (—1/e,1/e). Az Osszeg a mértani
sor Osszegének felhasznédlasaval szamolhato:

en —e " . 1— e—2n
= e = 5

2 2

= . o=t N, ., ISy 11 1 e
> inhna” = 30 ———a" =53 e =532 (T) = 3rmm res
n=0 n=0 n=0 n=0

. Szamitsa ki az A9 matrixot, ha

0 1 1
A=1|5 -6 -3
-8 11 6

Megoldds. Ha A diagonalizalhaté, azaz felirhaté A = SDS~! alakban, ahol D diagonalis, akkor A% =
SD'YYS—1 médon a legegyszeriibb a szamolds, hiszen egy diagonélis métrix elemenként hatvinyozhaté.
Ebben a felirdsban D elemei a sajatértékek, S oszlopai pedig a sajatvektorok.

-\ 1 1 -2 0 1
det(A—X)=|5 —-6-X -3|=[5 -3-\ -3
-8 11 6-A |-8 5+X 66—\
=A(=3-N6-XN)+36G+N)+BG+HA) —8B+N)=1- 13,
V3

tehat a sajatértékek a harmadik egységgyokok, 1 és % +4%52. Mivel hdrom kiilénb6z6 sajatérték van, a
matrix diagonalizalhat6. Eszerint D00 = (D3)33D = D, tehat A0 = A.
1+ 222

V14 22

Y i+v1+ 22— k vektormez6? Ha igen, adja meg egy poten-

1+
. Potencidlos-e az u(z,y,2) = —=
(sl = e
cialfuggvényét.

Megoldds. A vektormez§ mindenhol folytonosan differencialhato,

Oug(x,y,2)  x _ Ouy(z,y, 2)
dy Vit ox
Durlr,y.2) | ualy.2)
0z Ox
auy ($7 y’ Z) — O — auz (x’ y7 Z)
0z dy ’

tehat létezik potencialfiiggvény.
Egy potencial

x y z
f(@,y, >—/ ux<§oo>ds+/ uy<m,n,0)dn+/o (2,9, 0) A

z 2
/ ﬁ%Q §+/ Vitazdy— [ 2EE g

D I
2
[arslnhf o tyvVi+a?— / \1/%

Az utolsé integralt sinht = (, cosh t dt = d( helyettesitéssel szamithatjuk ki:
1+ 2¢? a = 1+ 2sinh®¢
V1+¢? V/1+ sinh®¢

1
= 5 sinh2t = sinh t cosht = (V1++C.

coshtdt = /(1 + 2sinh? t) dt = /cosh 2t dt

Ezt felhasznalva

f(z,y,z) = arsinha + yv 14+ 22 — 2v/1 + 22.



6. Oldja meg az y' = —2x+/1 + y? differencidlegyenletet y(3) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet szétvilaszthato,

/

_Yy
V14192

mindkét oldalat integraljuk:

= -2z

/3' \/iywd£=/;—2€d£,

azaz arsinh y(x) — arsinhy(3) = 9 — 22, amibdl y(z) = sinh(9 — z?).

7. Sorfejtés segitségével hatdrozza meg az (x — 1)y” — xy’ + y = 0 differencidlegyenlet y(0) = 0, y'(0) = 1
kezdeti feltételt kielégité megoldasat.

Megoldas. Az egyenlet megoldasat

oo
= E apz"
n=0

alakban keressiik, a kezdeti feltétel alapjén 0 = y(0) = ap és 1 = y'(0) = a1. A behelyettesités utdn kapott
egyenlet

o0 [e.°] (o]
(x—1) Z apn(n —1)a" 2% -z Z annz" "t + Z anz" =0
n=0 n=0 n=0

Az egyenlet bal oldalat tgy alakitjuk &t, hogy csak egy szumma szerepeljen:

(x—1) Zannnfl f:cZannx” Ly Zan
—Zan n—1)x Zannn—l Zannx —|—Zan
—ZanH n+ 1)na" Zanﬁ n+2)(n+ 1)z Zanmc —l—Zanx

n=0 n=0

= Z (ant1(n+1Dn—apio2(n+2)(n+1) —apnz™ +ap) x
n=0

Az egyenlet jobb oldala 0, tehat a hatvanysor minden egyiitthatéjanak el kell tlinnie, azaz

(I —-=n)a, +n(n+ Daps1
(n+2)(n+1)

An+2 =

A kezdeti feltételbdl ag = 0, a1 = 1, a rekurzié miatt ag = 0, ag = 0, innentél pedig minden tag 0, hiszen
Qpt2 AZ Ay 68 a1 linedris kombindcidja. Tehat a keresett megoldds y(z) = x.



