Matematika szigorlat G (A3) — 2019. januar 3.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szdm trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az 1+ v/3i szamot.

Megoldds. A trigonometrikus alak 7(cosg + ising), ahol r > 0, ¢ € R. 1+ /3i = 2 (% + §z> =

2(cos § +isin §).

. Milyen g € R esetén konvergens az a,, = aq"™ mértani sorozat? Mi a hatarértéke?

Megoldds. A konvergencia feltétele —1 < ¢ < 1. Ha |q| < 1, akkor a hatdrérték 0, ha ¢ = 1, akkor pedig a.

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhatd. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),
I(b)—f(a)

amire f'(c) = =5

. Definidlja a fliggvénysorok egyenletes konvergencidjdnak fogalmét, és adjon példat a [0,1] intervallumon

konvergens, de ott nem egyenletesen konvergens fiiggvénysorra.

Megoldds. Egy f, fliggvénysor a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalmaza)
egyenletesen konvergens és Osszegfiiggvénye ott s, ha VeINy € NVzVn > Ny : [s(z) — Y0, fu(z)] < e
Példaul 07 (z" — 2" h).

. Definialja a linearis transzformaciok sajatértékének és sajatvektoranak fogalmat.

Megoldas. Legyen V vektortér a K test felett felett, L : V' — V linearis transzformécié. Az L sajatvektora
v A € K sajatértékkel, ha v #£ 0 és L(v) = X - v.

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény (z¢,yo) pontbeli differencidlhatésigénak fogalmét.

Megoldds. f(z,y) differencialhat6 az (x¢, yo) pontban, ha léteznek olyan A,, A, szdmok, amellyel

li f(ffvy)—f(xo,yo)—Az(x—wo)—Ay(y—yo)
(om0 V@202 + = w0

=0.

Adjon példat olyan sikbeli vektormezoére, amelynek rotécidja az egész értelmezési tartoméanyon 0, de nincsen
potencialfiiggvénye.
y o, x

Megoldas. pl. =—
egoldds. pl. u(z,y) x2+y21+w2+y

3

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatarol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencialhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformdltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = fooo f(x)e **dx, Lf értelmezési tartomdnya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integral 1étezik.

Definiélja a linearis allandé egytitthatés homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segitségével meghatarozni az altalanos megoldéast?

Megoldds. Az any™ + ap_1y™ Y + - + a1y + agy = 0 lineéris allandé egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az a, A" + a1 A" 1 + -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-

kei Ay, ..., A, multiplicitdsuk rendre mq,...,m,, akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy bazisa
ehT o gmiTleMe e pme—lgAeT,



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1
1. Végezze el az f(x) = x + 2arctan — fliggvény teljes fliggvényvizsgdlatét.
x

Megoldds. Dy = R\ {0}, f péaratlan, nem periodikus, nincs zérushelye, mivel a két tag el8jele egyforma,
egyik sem 0 sehol. A hatédrértékek

g )= m flw) = oo
mli{(gl«k f(x) - zli}g)lf f(l') -

A derivaltak
1 1 2?2 -1
() =142 - | =
f(@) + 1_‘_;2( z2) 22+ 1
4z
(14 22)%’

f" zérushelyei x = 1, itt f(1) = —f(—1) = 1+ 7, a mdsodik derivaltnak nincs zérushelye (0 ¢ Dy miatt!).
Az el6jelek:

f(x) =

‘ (7 7*1) ‘ -1 ‘ (7170) ‘ 0 ‘ (071) ‘ 1 ‘ (I,OO)
f a max N X N min v
i + 0 - x| - 0 +
jad - - - X + + +
2arctan +
lim M: lim 1+%:1
r—+toco I r—too

1
lim f(z)—z= lim 2arctan— =0,
r—+oo r—+oo x

tehdt van ferde aszimptota, az egyenlete y = 2 (mindkét irdnyban).

Ry = (—00,—1—Z]U[1+ F,00).
2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
e’ +1
d
/eQ“’Jrl o

Megoldas. e =t, x =1Int, do = %dt helyettesitéssel az integral

T4 t+1
/idx:/;dt,
e?® +1 t(t? +1)

az integrandust parcidlis tortekre bontjuk:

t+1 A Bt+C (A+B)t?+Ct+ A

tt2+1)  t 2+1 t(t2 +1) ’
a szamlaloban 1év6 polinomok Osszevetéséb6l A+ B =0, C =1, A =1, tehat B = —1 adddik. Az integral

tehat
e +1 11—t 11 12
do=[(-+—Vdt= | (- — - dt
/62“”—1—1 * /(t+t2+1) /<t+t2+1 2t2+1)

1 1
= In |t| + arctant — iln\tZ + 1|4+ C = x + arctan e” — 5111(62” +1)+C.




3. Konvergens-e a sor? Abszolit konvergens?

Syt

2nt — 3n

Megoldds. A majordnskritériumot alkalmazhatjuk. Ha n > 0, akkor \/n < n, ha pedig n > 2, akkor
n? > 3n, tehat az elsé tag kivételével az alabbi felsé becslés érvényes:

- )nnz—i—\/ﬁ
2nt —3n| — 2n4

Mivel >~>7 97z 2. konvergens, a megadott sor abszolit konvergens és igy konvergens is.

. Oldja meg az AX = B egyenletet, ha

-1 0 0 -1 -2 0 -1 -11
-2 1 0 -3 -6 0 -1 =31
A= -3 1 1 -2 B= -4 2 0 -23
2 -2 -2 -1 -2 -4 -5 -7

Megoldds. A megoldés X = A~!B, a kiszdmitdshoz meghatdrozhatjuk A inverzét Gauss-eliminiciéval.

-1 0 0 -1[1 00 0]e2[-1 0 0 -1|1 00 0
—210—3010022122010—1—2100
-3 1 1 -2|/00 10 0 1 1 1/-3 010
2 -2 -2 —1]/0 0 0 1 0 -2 -2 -3/2 00 1
-1 0 0 1 |-1 0 00 100 1|-1 0 00
;312?201 0 —1/=2 1 0 Ofsq2s [0 1 0 =1|=2 1 0 0
00 1 2]|-1 —-110 001 2]-1 -1 10
00 -2 -5/-2 2 01 000 —1|-4 0 21
sitsa [100 0]-5 0 2 1 1 0 0 0|-5 0 2 1
5;12244 010 02 1 =2 —Ilsen{0 1002 1 -2 -1
001 0[-9 -1 5 2 0010[-9 -1 5 2
000 —1|-4 0 2 1 000 1|4 0 -2 -1
A jobb oldali blokk A1, tehat
-5 0 2 1 -2 0 -1 -11 0 0 0 2
_aip_ |2 1 =2 -1 |6 0 -1 =31/ _|0 0 2 0
X=A"B=149 1 5 o 4 2 0 -23| " lo 2 01
4 0 -2 —1| |-2 -4 -5 -7 2 01 9

. Integralja az u(z,y, z) = (y% +y2)i+ (2zy + 22)j + (zvy + y2)k vektormezét az ABC D zart toéréttvonalon,
ha A = (03070)7 B = (17230)7 ¢ = (17 172)ﬂ D= (07 7172)'

Megoldds. Az integralt kozvetleniil is ki lehet szdmitani, de egyszer(ibb a Stokes-tétellel. Mivel az AB és
DC szakaszok parhuzamosak és egyenlé hossziak, a toréttvonal egy paralelogramma pereme. Jeldlje S a
paralelogrammat olyan iranyitdssal, hogy a jobbkéz-szabdly szerint iranyitott pereme épp ABCD legyen.
S egy paraméterezése r(u,v) = ui + (2u — v)j + 2vk (u,v € [0,1]), az irdnyitdsnak megfeleld normélvektor

or(u,v) y or(u,v)
ou Ov

Ou,  Ouy Oou, Ouy\ . Ouy  Ouy )
= - — — - k=(z—2)i-zk.
rotu(z,y, z) ( a9y o ) + ( P 5 )J + ( o By ) (x—2)i—z
Az integral
Or(u,v)  Or(u,v)
/é)su drf/rotu dA = / / (rot u)(r(u,v)) - < 5 < 90 dudv
// (4u — 6v)dudv =2 -3 = —1.

= (i+2j) x (—j+2k) =4i - 2j — k.




6. Hatarozza meg a 2ov/1+ 22 — 1 + 2y + (1 + 22)y’ = 0 differencidlegyenlet &ltaldnos megoldésat.
Megoldds.

7 _ 2
02zv1+x 1+xy):m#2x:8(1+x)
oy ox

tehat az egyenlet nem egzakt, de létezik csak y-tél fiiggd multiplikator:

xr — 2x 1 2z 1 1
In|M = [ dr=—= = _dzr=—-In(1 N =ln ———.
n M) /1—1—962 . 2/1+x2 v 2 n(l+a%) =1 1422

L__ fiiggvénnyel, igy mar egzakt:

V1+x2

Az egyenletet szorozzuk meg az M(x) =

zy — 1
V1+ 22

egy potencial

x 1 Yy
u(z,y) = 26 — —— d+/ 1+ 22dn = 2% — arsinhz + /1 + 22y,
(@)= | (s W) e+ [ Vitaa y

tehat az altaldnos megoldas u(z,y(x)) = C alapjan

2x + +V1+22y =0,

C — 22 + arsinh z

7. Oldja meg az y" — y' — 6y = xe® differencidlegyenletet y(0) = y'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet linearis alland6 egyiitthatés inhomogén, a hozzd tartozé6 homogén egyenlet ka-
rakterisztikus polinomja A2 — X — 6 = (A — 3)(A + 2), tehdt a homogén egyenlet altaldnos megolddsa
y(x) = Ae3® + Be~2*. Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, nincs kiils6 rezonancia, az inhomogén
egyenlet egy megoldasat kereshetjiik y(x) = (Co + C1z)e® alakban. A derivéltak

y'(z) = (Co + C1)e” + Crze”
y"(z) = (Co + 2C1)e” + Crxe”,

behelyettesitve a kapott egyenlet

(Co +2C4)e” 4+ Crze® — (Co + Cy)e® — Crze® — 6(Co + Crz)e” = xe®,

azaz (—6Cy + C1)e* — 6C ze” = ze®, amibdl C) = —%, Co = —3—16. Az inhomogén egyenlet altaldnos

megoldasa és annak derivaltja

1 1

y(z) = —%ea” - éxem + Ae*” + Be™**
7, 1 ,

y'(z) = —%e“ - égceI + 34e3® — 2Be™ %",

a kezdeti feltétel alapjan

1
0=y(0)=-——+A+B

36
0=19(0) = —3—76—1—314—237
amibdl A = %, B = —%. Tehat a keresett megoldas
LI S R I

36 6 20 45



