Matematika szigorlat G (A3) — 2019. januar 10.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Fejezze ki az a + bi komplex szam trigonometrikus alakjat a és b segitségével, ha a > 0, b € R.

Megoldds. 7(cosp +ising), ahol r = Va2 + b2, ¢ = arctan g.

Definialja egy valds szamsorozat hatarértékének fogalmat.

Megoldds. Az (ay) valds szamsorozat hatarértéke az A € R szdm, ha Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A| <.
Mondja ki a % tipust hatarértékre vonatkozé L’Hospital-szabalyt.

I'(z)
g'(x) "

Megoldds. Halimg ., f(x) = limg ., g(x) = 0 és létezik limg ., L akkor limg ., L8 = limg s,

. Mondja ki a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozd majordnskritériumot.

Megoldds. Ha Y b, < o0 ésVn € N:0 < a, < by, akkor Y a, < oc.

. Definidlja a vy, vs,..., Vi vektorok linearis fiiggetlenségének fogalmat.
Megoldds. A vi,va,..., vy linedrisan fliggetlenek, ha a1vy + aavo + - - apvy = 0 esetén o = g = -+ =
A = 0.

. Adjon példat olyan kétvaltozés fiiggvényre, amelynek léteznek az origdéban a parcidlis derivaltjai, de ott nem

differencialhato
Megoldds. pl. xy

. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormez6 skalarpotencidljanak létezésére a derivéilt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezé. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen Osszefiiggd)
és rot v = 0, akkor létezik a D tartomanyon skalarpotencial.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 0.5, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
as s

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = %u(m,y) és Q(z,y) = a%u(m,y) teljesiil. (Lokélisan ezzel ekvivalens: P, = Q)

Definidlja az f1, fa, ..., fn : R = R elegend&en sokszor differencidlhato fliggvények Wronski-determindnsanak
fogalmat.

Megoldas. Az f1, fa,..., fn: R = R figgvények Wronski-determinansa a

fi(@) fal@) o fal®)
fi(@) f@) o fi(x)

W= A
V) V@ o V@)

fliggvény.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

2

3
1. Végezze el az f(z) = v +1 fiiggvény teljes fliggvényvizsgalatat.
T

Megoldds. Dy =R\ {1}, f nem péaros, nem pératlan, nem periodikus, nincs zérushelye. A hatarértékek:

. T 22
2
3
lim f(z) = lim L +oo
r—1+ z—1+ ¢ —1

A derivaltak
oy 2z(x—1)—(2*+3) 2?—22-3 (z-3)(z+1)
f(z) = (x—1)2 T o1 @12
2z —2)(x —1)? — (22 —22—3) - 2(x — 1) _ 8

/() = (z— 1)t ERCESE

tehdt f’ zérushelyei —1 és 3, f” sehol nem 0. f(—1) = —2, f(3) = 6 Az eljeleket a kovetkezd tablizat
foglalja Gssze:

f - max N X - min J
I + 0 - X - 0 +
i - - - X | + + +
1+ 2%
TR A o
z—+oco r—+oo ] — T
. . T+ 3
:cggloo f(l‘) v xgrziloo z—1 L

tehdt van ferde aszimptota, az egyenlete y = x + 1 (mindkét irdnyban).

15¢

2. Szamitsa ki az aldbbi integralt.
/ at — 1522 + 49
—dz
x24+x—6
Megoldds. Az integrandus racionalis tortfliggvény, a szamlalé foka magasabb mint a nevezéé, tehat el6szor

levélasztjuk a polinom részt (polinomosztassal):

2 +1
1527 449 =2 — g8
¢ +x—6

A nevezd 22 +x — 6 = (x + 3)(z — 2), a tortet parcialis tortekre bontjuk:
20 +1 A B  (A+B)x+(—2A+3B)
(x+3)(x—2) z+3 x-2 (x+3)(x—2) ’
amibol A+ B =2, —2A+ 3B =1, tehdt A = B = 1. Az integral

xt — 1522 + 49 1 1 3 22
————dx = 284 ——+— )dx =" - —8z+] 3| +1 —2|+C.
/ 2rz—6 /( . +:c+3+x—2> v=73 5 ~Srthnjzd3tinfe -2+




3. Hatarozza meg a hatvanysor konvergenciatartoméanyat.
— x
n?2\ n
n=1

Megoldds. Floszor a konvergenciasugarat hatdrozzuk meg a Cauchy-Hadamard-tétel hanyadoskritériumon
alapulé véltozata segitségével:

R= lim Cowl) P Vi DL G o D, (n+1) 1
oo Lo (D) Tnsee 220 42)l2 nSeen2(2n+2)(2n+1) 4

A végpontok vizsgdlatdhoz hasznaljuk a (277) < 227 becslést. Ezzel
1 (2n 1\"
il 4=
= () ()

Mivel

=1
Zﬁ<0®,
n=1

a hatvédnysor a +1/4 pontokban is abszolit konvergens. Tehét a konvergenciaintervallum [—1/4,1/4].

<1
_n2'

4. Hatdrozza meg az A méatrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl 4116 bazis (C felett)?

7T 3 0 9
-2 0 0 -3
A= 4 2 1 6
-4 -2 0 -5

Megoldds. A sajatértékek det(A — AI) gyokei, a determindns

7T-X 3 0 9

—2 -A 0 -3

4 2 1-)x 6
4 -2 0 -5-2A
T-X 3 9
=(1-A)] -2 —A -3
0 —2+2% 1-)

=1 =XN)T=N(=A1=X)=3(2-2)) — (1 =N (=2)(3(1 = A) —9(=2+2)))
=(1=N)(=A 222 =) =\ —-1)3,

T-X 3 9
=(1-A] -2 -x -3
—4 -2 —5-]

det(A — \I) =

tehat a sajatértékek 0 és 1.
A X\ = 0 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

7 3 0 9| si+3s2 |1 3 0 0 1 3 0 0 _ 1 3 0 0
s3+2s2 s3—s2/3

-2 0 0 -3 s1—282 -2 0 0 -3 s2+2s1 0 6 0 -3 sa+s2/3 0 6 0 -3

4 2 1 6 0 2 1 0 0O 2 1 0 00 1 1

-4 -2 0 -5 0o -2 0 1 0 -2 0 1 00 0 O

alapjan [—3 1 -2 2]T t6bbszorosei.
A X\ =1 sajatértékhez tartozd sajatvektorok

6 3 0 9
-2 -1 0 -3
£ o2 0 6|~ 103
4 -2 0 -6

alapjan [5 —2s—3u t u]T, ahol s,t,u € C.
Minden sajatértékhez talaltunk az algebrai multiplicitdssal megegyezé szamu linearisan fiiggetlen sajatvek-
tort, tehat létezik sajatvektorokbdl allé bazis.

5. Integralja az u(z,y,2) = (v — y)i + zj + 2%k vektormezét az x2 + y> + 22 = 1 gémbfeliilet z > 0 darabjan
kifelé (az origétdl tavolodé irdnyba) mutatéd irdnyitds mellett.



Megoldds. A gombfeliilet szokdsos paraméterezése r(v, @) = sin ¥ cos pi + sin ¥ sin pj + cos 9k, a megadott
darabnak megfeleld paramétertartomanyt a 0 < ¢ < /2, 0 < ¢ < 27 egyenlStlenségek hatarozzék meg. A
normalvektor

or(v, ) y or(v, )
89 9o

= (cos ¥ cos pi + cos ¥ sin pj — sin 9k) X (— sin ¥ sin i + sin 9 cos ¢j)
= sin? ¥ cos pi 4 sin? ¥ sin @j + cos ¥ sin Uk,
ez kifelé mutat. A vektormez6 értéke a feliileten

u(r(9,)) = sin¥(cos ¢ — sin )i + sin 9 cos j + cos? Vk.

Az integral

//Su.dA _ /027r /Ow/z a(e(0.0)- <8r(8’t919,¢) « 81‘29(:0)) 9 dg

2 pm/2
= cos® ¥sin ¥ + sin® 9 cos? ) dv d
® ®
0 0

/2
= 7T/ (2 cos® ¥ sin 9 + sin ) — cos® ¥ sin¥) dy dyp
0

= —008419—cos19+005379 Tr/2—7r 1—&—1—|—1 —zﬂ'
B 2 3 1,  \2 3) 6

. Oldja meg az ¥ = £ (1+In¥) differencidlegyenetet y(1) = e kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. u = £ helyettesitést alkalmazunk,

;YT —y y(1+1H%)—y u(l+lnu)—u wulnu
u = — _

- - - )

x? 22 x x
az gy kapott egyenlet szétvalaszthato:

u’ 1

ulnu z

Integréljuk mindkét oldalt:

B _ x ’LL/ 5) B 11 _
Inlnu(zx) lnlnu(l)—/1 @@ lnu(f)dﬁ_/l gdf Inz

ha x > 0. Tehét y(z) = zu(z) = ze®.

. Laplace-transzformécié segitségével oldja meg az y” — y = 504025 — 210 differencidlegyenletet y(0) = 1,
y'(0) = 1 kezdeti feltétel mellett (5040 =10-9-8-7).

Megoldds. Legyen Y = Ly az y Laplace-transzformaéltja, ekkor
(Ly")(2) = 2°Y (2) — 2y(0) = y'(0) = 2°Y(2) — 2 — L.

Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-transzformaljuk:

6! 10!
azaz
101 24— 1 z+1 10! 1 8! 10! 1
Yi)=—="—+ = (2 + 1)+ — =90— + — + ——.
(2) 2122 -1 22-1 211(2 + )+z—1 9029+z11+z—1

A megoldas ennek inverz Laplace-transzforméltja, tehdt y(x) = 90z% + 210 + e®.



