Matematika szigorlat G (A3) — 2019. januar 17.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosg + isinps), akkor z1zo = rira(cos(1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Irja fel az (elegendben sokszor differencialhatd) f fiiggvény g € Dy pont kérili n-ed fokd Taylor-polinomjét.

S ‘
Megoldds. Z F(z —xo)".
k=0

. Mondja ki az egyvaltozos fliggvényekre vonatkozd Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencialhat6 (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor fab f(x)dz = F(b) — F(a).

. Mit értiink egy hatvanysor konvergenciasugara alatt? Adjon példat olyan hatvanysorra, amelynek a kon-

vergenciasugara 1 és az x = 2 és ¢ = 4 pontokban is konvergens.

Megoldds. Egy x¢ kozépponti hatvinysor konvergenciasugara R, ha |z — x¢| < R esetén konvergens, |x —
Zo| > R esetén divergens. A feltétel szerinti hatvanysornak csak z¢ = 3 lehet a kozéppontja, és ilyen 1étezik

. — 1 n
is, pl. Z ﬁ(x -3)
n=1

tanak kiszamitasi modjat.
Megoldds. Az a és b vektorok vektoridlis szorzata az az a x b-vel jelolt vektor, amelynek hossza |a||b|sin~,
ahol v a két vektor altal bezart szog, meréleges az a és b vektorokra, és a,b,a x b ebben a sorrendben

jobbrendszert alkot. Ha a = (ay, ay,a,) és b = (by, by, b,), akkor a x b = (ayb, — a,by, a by — azbs, azb, —
ayby).

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény iranymenti derivaltjanak fogalmat.

Megoldds. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyt derivéiltjanak az ro pontban a t — f(ro+te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

. Mikor neveziink egy v vektormez&t (skaldr-)potencidlosnak?

Megoldds. v potencialos, ha létezik olyan f fliggvény, amivel v = grad f teljesiil.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 95, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
as s

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit neveziink szétvalaszthato valtozojua kozonséges differencidlegyenletnek?

Megoldds. Egy elsérendii differencidlegyenlet szétvalaszthaté valtozdju, ha y' = f(x)g(y) alakd.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét

an =vVn?+18n+3—n

1
b, = ntan —
n

Megoldds.
24 18n+3 —n? 184 2
lim a, = lim vVn?+18n+3 —n = lim n A Aon " _ lim n =9
: : 1 osing 1
lim b, = lim ntan — = lim n =1,
n— 00 n—00 n n— oo % cos%

sin z
x

az utolsé 1épésben felhasznalva a lim,_,q = 0 nevezetes hatarértéket.

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

1
)
/ 22e® dz
0

Megoldas. Parcialis integralassal
; 2 ; 2 , 2 1 @
/x3e”2 dz = / % 2ze” dv = %6”2 - /xelZ dz = %6”2 - 56’”2 +C = ef(ﬁ -1+,
~~ g9’
f
tehat

1
/ 23e®” dx = 1
0 2

3. Hatarozza meg az f 27 szerint periodikus fliggvény Fourier-sorat, ha
Z—lz] ha-5<zx<3
flay=qFmiel g S s
0 ha § <z < 3w

Megoldds. A megadott fliggvény péaros, tehat a Fourier-sora tisztan koszinusz sor. Az egytutthatdok
1 T 1 w/2 1 277/2
aO:—/ f(:r)dm:f/ (Efx>dx:f Te-Z =Z
2 J_, T Jo 2 T2 2 ], 8
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T 2 /2 T
ap = — . f(z) cos(nx) de = 7/0 <f — a?) cos(nx) dx
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/2 9 9 . /2 /2 9 .
= / (1 - x) cos(nz)dx = [(1 - x) S n:c] - / <> ST gy
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n
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0

han=2k+1,keZ

Tehat a Fourier-sor

T oe=[2 1 214 (—1)F
g + kZ:O (71_(2]{;_*_1)2 COS(Q]C -+ 1)£E + ;m COS(?]C -+ 2)IE

4. Szamitsa ki az A'°° matrixot, ha



Megoldds. Ha A diagonalizalhaté, azaz felirhaté A = SDS™! alakban, ahol D diagonalis, akkor A0 =
SDY9S=1 médon a legegyszeriibb a szamolds, hiszen egy diagonélis métrix elemenként hatvéanyozhaté.
Ebben a felirdsban D elemei a sajatértékek, S oszlopai pedig a sajatvektorok.

—1-X 4 -2
det(A—X)=| 0 2-X 0
0 11—

tehat a sajatértékek +1 és 2.
A X\ =1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

2 4 -2 o o
0 1 0~y 1
0 -1 0

alapjan [1 0 —1]T t6bbszorosei.

A )\ = —1 sajatértékhez tartozé sajatvektorok
0 4 -2 0 0 -2
0 3 0f|~|0 3 0]~ {8 (1) (1)]
0 -1 2 0 -1 2

alapjan [1 0 O]T tobbszorosei.
A )\ = 2 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

-3 4 =2

-3 0 -6 1 0 2
A B P
0 -1 -1 0o -1 -1 01 1
alapjan [—2 -1 1]T t6bbszorosei.
A fentiek alapjan
1 0 0 1 1 =2
D=0 -1 0 és S=10 0 -1
0 0 2 -1 0 1
valaszthaté. S inverzét kell még meghatdrozni:
1 1 =211 0 0 1 1 =2(1 0 O 1 1
0 0 —1/0 1 o] ™™ o 0o —1/0 1 0] == |0 1
-1 0 1|0 0 1 01 —-1({1 0 1 0 0
111—210051+2531101—20
Y00 1 —1]1 0o 1| ™ o1 01 -1 1
00 1|0 -1 0 00 110 -1 0
tehat
1 1 =2 1 0 0 0 -1 -1
A0 =gpl%g=t =10 0 —1|-l0 1 0 1 -1 1
-1 0 1 0 0 299 1o -1 0
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. Integralja az f(x,y,2) = /2 — y? skaldrmez6t az y? + 22 = 1, x + y = 3 egyenletrendszer{i gorbén.

Megoldas. A megadott gorbe egy hengerpaldst és egy sik metszete, az x
paraméterezése (0, cost,sint) (¢ € [0,27]), a mésodik egyenletbél z kifejezhetd, igy a térgorbe r(t) =
(3 — cost)i+ costj + sin tk paraméterezését kapjuk. A derivalt abszolitértéke

r = |sintl — sintj + cos = Vsin“t+sin“t+ cos“t = + sin“ ¢,
P (t in ti — sin £ tk| = V/sin2t + sin? ¢ 2t = /1 +sin?¢

a skaldrmezo értéke a gérbén

f(x(t)) = V2 —cos?t.

A skaldrmezé gorbementi integralja

0 stkra vett vetiilet egy

2m 2m 2m
/fds: ; f(r(t))|1"(t)\dt:/0 \/(27c0s2t)(1+sin2t)dt:/0 (1 +sin?t)dt = 3r.



6. Integralja az u(w,y, z) = (x® +y%2)i+ (v + 2%2)j + 22yk vektormezét az origd kozépponti 2 sugari gémb
feliiletén kifelé mutaté iranyitas mellett.

Megoldds. Hasznalhatjuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt,

Oug(z,y, 2) n Ouy(z,y, 2) n ou,(z,y, 2)

_ 9.2 2
o ay 9% = 3x° + 3y°.

divu(z,y,z) =

A gomb szokédsos paraméterezése r(r, d, ) = rsin v cos pi + rsin ¥ sin @j + r cos ¥k, ahol (r, 9, ¢) € [0, 2] x
[0, 7] x [0,27], a Jacobi-determindns r?sin 9, divu(r(r, 9, ¢)) = r?sin? 9. Az integral tehat

2 ™ 27
//u~dA:///divudV=/ / / 3r2 sin” ¥r? sin ¥ de do dr

4
—67r/ r dr/ sin 19d19— 6 7T/ (sinﬁ—sinﬁcos%ﬂ‘)dﬁ

5

{ cos319] 25677
= —— |—cosV +
3 |, 5

7. Oldja meg az y"” 4+ 5y’ + 6y = cos x differencidlegyenletet y(0) = 0, y'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet masodrendii inhomogén lineéris allandé egytitthatds, elészor a hozza tartozé homogén
egyenletet oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A% 4+ 5\ + 6 = (A + 2)(\ + 3), tehat a homogén egyenlet
altalanos megoldésa y(r) = Ae~2* 4+ Be~3%. Nincs kiilsé rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldéasat
y(x) = C cosz + Dsinz alakban kereshetjitk. A derivéltak

y'(z) = —C'sinz + D cosx
y"(z) = —Ccosz — Dsinx,
a behelyettesitéssel kapott egyenlet
(56C +5D)cosx + (—5C + 5D) sinz = cos z,

amibdl 5C +5D =1, —=5C' + 5D = 0, tehat C = D = %. Ennek alapjan az inhomogén egyenlet altalanos
megoldasa és annak derivaltja

1 1
y(z) = Tocosx—&—ﬁsmx—&—/le 2 4 Be 3

1 1
T sinz + Tocosxf 2472 — 3Be™ 53,

A kezdeti feltétel
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1
0=y0)=-—+A+B

10
1
— (0) = — —24 3B,
0=y'(0) = 5 3
amibél A = —2 és B = & adédik. A keresett megoldas

) L L1 2 0, 3
X — COS T 751111'— —€ — .
Y 10 10 5 10°



